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Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins.*) 


Von 


HerMANN Weyt in Ziirich. 


§ 1. 
Grundlagen. Der lineare Fall. 
Es seien auf der Geraden der reellen Zahlen unendlich viele Punkte 
Oy My, My, *-* 


markiert; wir rollen die Gerade auf einen Kreis vom Umfange 1 auf und 
fragen, ob dabei die an den Stellen «, befindlichen Marken schlieBlich 
den Umfang des Kreises tiberall gleich dicht bedecken. Dies wiirde dann 
der Fall sein, wenn die Anzahl », derjenigen unter den m ersten Marken 
@,, @,~*~ +, @,, welche beim Aufrollen in den Teilbogen a der Kreisperipherie 
hineinfalien, asymptotisch durch |a|- gegeben ist: 


_ 
(1) lim = = |a|; 


unter |a| ist dabei die Linge des Bogens a verstanden. Dann und nur 
dann, falls diese Limesgleichung fiir jeden Teilbogen a erfiillt ist, sprechen 
wir von einer gleichmaBig dichten Verteilung der Marken iiber die Kreis- 
peripherie. Das Aufrollen der Geraden auf den Kreis besagt, daB wir die 
reellen Zahlen mod. 1 betrachten, d. h. dab zwei Zahlen bereits dann als 
gleich gelten, wenn sie sich um eine ganze Zahl unterscheiden. Unter 
den Zahlen x, welche einer gegebenen @ mod. 1 kongruent sind, gibt es 
eine und nur eine, welche der Ungleichung 0 < 2 <1 geniigt; diese, die 
Reduzierte von « mod. 1, mége mit (a) bezeichnet werden. 

Um zu einem Kriterium fiir die Gleichverteilung zu gelangen, nehmen 
wir an, daB die Zahlen «, mod. 1 dieses Gesetz erfiillen. Dann behaupte 


*) Den gleichen Gegenstand wie die vorliegende Arbeit behandelt eine in den 
Gittinger Nachrichten (Sitzung vom 13. Juni 1914) erschienene Note des Verfassers. 
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ich, kénnen wir daraus fiir jede beschriinkte, Riemannisch integrierbare 
Funktion f(x), die periodisch mit der Periode 1 ist, die Limesgleichung 


n 1 
(2) lim + > f(a,) =J f(@) da 
A=1 0 
erschlieBen; d. h. der mittels der diskreten Zahlen «, gebildete Mittelwert 
1 


der Funktion f stimmt mit dem kontinuierlichen Mittelwert { f(z) dz 
0 


liberein. In der Tat besagt unsere Voraussetzung, daB (2) erfiillt ist fiir 
jede stiickweis konstante Funktion von der Periode 1. Es liegt im Wesen 
einer im Intervall 0 < 2<1 gegebenen, beschriinkten, Riemannisch inte- 
grierbaren Funktion f(x), daB zu ihr zwei stiickweis konstante Funktionen 
f,, fy existieren, welche sie zwischen sich enthalten (f, <f</f,) und 


1 1 


deren Integrale lfaz, lh dx sich beliebig wenig voneinander unter- 
0 0 
scheiden. Sei der Unterschied dieser Integrale = «, so ist 


n 1 1 
lim * > fila) “ J fda {fax—s. 


uae 0 


Fiir hinreichend groBes n ist daher 


n 1 
~ > f(a) > J fdx— 2s 
Az=1 0 


also a fortiori 
n 1 
1 = ‘ = 
an f(«,) > J fae — 26. 


Ebenso ergibt sich mit Benutzung von f,, daB fiir hinreichend grofes m 
die linke Seite 


1 
<_f fda +2 | 
0 


ist, und damit ist unsere Behauptung erwiesen. 
Die einfachste Funktion von der Periode 1 ist 


e°*** == e(x); 


sie ist die eigentliche analytische Invariante der Zahlklassen mod.1. Der 
reellen Zahl x die komplexe e(z) zuordnen, besagt nichts anderes, als den 
ProzeB des Aufrollens der Zahlgerade auf den Kreis vom Umfange 1 ana- 
lytisch ausfiihren. Fiir jede ganze Zahl m hat auch e(mz) die Periode 1, 
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und daher gilt unter unserer obigen Annahme insbesondere fiir jede ganze 


Zahl m + 0 
n 1 
lim ~ > e(me,) = f e(mz) dz = 0. 


h=1 0 
Die Theorie der Fourierschen Reihen lehrt, daB aus den speziellen Funk- 
tionen e(ma) sich jede periodische Funktion linear zusammensetzen laBt. 
Daraus kann die folgende Umkehrung unseres Ergebnisses hergeleitet 
werden: 
Satz 1. Gilt fiir jede ganze Zahl m +0 die Limesgleichung 
P e(ma,) = o(n), 
h=1 
80 geniigen die Zahlen «, mod. 1 dem Gesetz der iiberall gleichmépBig dichten 
Verteilung. 
In der Tat, da die Gleichung (2) fiir die Funktion e(0z) = 1 selbst- 
verstindlich ist, folgt sie aus der in Satz 1 gemachten Annahme fiir jede 
abbrechende trigonometrische Reihe: 


f(z) = a + (a, cos 24x + 6, sin 2x2) +---+ (a,,cos2ama +b, sin 2amz). 


Ist f(x) eine beliebige stetige Funktion von der Periode 1, so kann man 
bekanntlich zu jeder positiven Zahl ¢ eine abbrechende trigonometrische 
Reihe f, finden, so daB |f—f,|<e« ist. f, =f,—« und fy=/,+ 8 sind 
dann zwei abbrechende trigonometrische Reihen, welche f zwischen sich 
enthalten wad deren Integrale 


1 1 
Sf.da, S faa 
0 0 


sich um 2¢ voneinander unterscheiden. Wir schlieBen daraus wie oben, 
da8 Gleichung (2) fiir die Funktion f giiltig ist. Bezeichnet endlich f eine 
stiickweis konstante Funktion von der Periode 1, so kann man leicht (in- 
dem man etwa die Spriinge von f durch steile, geradlinige Bischungen 
ersetzt) zwei stetige Funktionen /,, /, finden, die f zwischen sich enthalten 
und deren Integrale beliebig wenig voneinander verschieden sind. Darum 
gilt (2) dann auch fiir eine solehe Funktion f, In dem damit bewiesenen 
Satz 1 besitzen wir ein analytisch gut brauchbares Kriterium fir die 
Gleichverteilung von Zahlfolgen mod. 1. 

Wir geben sogleich eine Anwendung, indem wir zeigen: 

Satz 2. Ist & eine irrationale Zahl, so liegen die ganzzahligen Viel- 
fachen von &: 


1, 26, 3é, tia 
mod. 1 iberail gleich dicht. 


21* 
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Ist m eine ganze Zah] +0 und setzen wir m§ =, so haben wir 
nur festzustellen, dab 


> e(hn) = 0(n) 

A=l 
wird. Die linke Seite laBt sich aber als geometrische Reihe summieren, 
ihr absoluter Betrag ist 


a | e((-+-1)y) — e(m) | - _ 2 1 


e(m)—1 |=\e@m—1|  |sinen|’ 


ist also, da 4 keine ganze Zahl ist, nicht nur = o(m), sondern bleibt sogar 
unterhalb einer endlichen Grenze. 

Der Satz 2 ist von Bohl, Sierpitiski und mir 1909—1910 auf Grund 
der Tatsache bewiesen worden, daB sich die irrationale Zahl — durch einen 
Bruch, dessen Nenner = o(m) ist, mit einem Fehler = 0 ( approximieren 


laBt.*) Ein weiterer elementarer, d. h. die Exponentialfunktion nicht be- 
nutzender Beweis riihrt von Herrn H. Bohr her.**) Er geht so vor: Man 
wihle eine groBe ganze Zahl H und verstehe unter « die absolut kleinste 
Zahl, welche einer der Zahlen 1£, 2&,---, HE mod. 1 kongruent ist. Es 
sei etwa JE=e«. Ferner seien [1] = a,b, und [2] — a,b, zwei Intervalle 
von gleicher Linge. Man kann die ganze positive Zahl L so bestimmen, 
dab a, + Le mod. 1 zwischen a, — « (exkl.) und a, (inkl.) liegt. Das Inter- 
vall, welches von a, + Le bis b, + Le reicht, heiBe [2’|. Jedesmal, wenn 
n— mod. 1 im Intervall [1] liegt, liegt (n+ LJ)& mod. 1 im Intervall |2'|, 
und umgekehrt. Bezeichnet m, also die Anzahl derjenigen unter den » 
ersten Zahlen 

(3) 1§, 26, 3&, on né, 


welche mod. 1 in [1] liegen, und haben die Zeichen n,, »,, die analoge 
Bedeutung fiir die Intervalle [2], [2’], so bleibt m,—~x,,| fiir alle m unter- 
halb einer endlichen Grenze C. Dasjenige Stiick 8 von |2’|, das tiber [2] 
hinausragt, hat eine Linge < |«|. Liegen zwei Zahlen hE und k& (h<k) 
mod.1 in 8, so ist demnach (k—h)— mod.1 kleiner als « und daher 


k—h> H. Also liegen von den Zahlen (3) héchstens |r| +1 in &. 
Die Anzahl derjenigen unter den Zahlen (3), die in [2] und [2’] zugleich 
(d. h. in [2°], aber nicht in 8) liegen, ist demnach 


*) P. Bohl, Cr. J. 135 (1909), S. 189—283, insbesondere S. 222. W. Sierpifiski, 
Krakau, Ak. Anz., math.-naturw. Kl., A, Jan. 1910, 8.9. H. Weyl, Rend. Circ. Mat. 
Palermo 30 (1910), S. 406. 

**) Vgl. H. Bohr und J. E. Littlewood, The Riemann Zeta-function and the Theory 
of Prime Numbers (Caimbridge Tracts in Mathematics and Mathematical Physics; noch 
nicht erschienen). 
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my — | Fp ]—1. 


\/ 


Infolgedessen ist a fortiori 


n, > ny —[]- 1 >n,—[5]-1-¢. 
Daraus ergibt sich 


‘ n, — MN, 1 
lim sup. “-—* < +, 


n=c 


und da H beliebig groB genommen werden kann, 


lim sup.” — <0. 


a=@ 


Da das Gleiche unter Vertauschung der Intervalle [1] und [2] gilt, muB 


lim “—™ — 0 

ane n 
sein, d. h. in die Intervalle [1] und [2] von gleicher Linge entfallen 
asymptotisch gleich viele der Zahlen (3). Teilt man jetzt das ganze Inter- 
vall 01 in eine endliche Anzahl gleicher Teile D von der Linge d, so 
entfallen auf jedes D asymptotisch gleich viele der reduzierten Zahlen (3); 
da aber jede Zahl in einem und nur einem D gelegen ist, muB die Anzahl 
der auf jedes D entfallenden asymptotischh =—d-m sein. Daraus folgt 
unsere Behauptung (1) zuniichst fiir jedes Intervall a, das aus einer end- 
lichen Anzahl von Intervallen D zusammengesetzt ist, und dann auch, da 
6 beliebig klein genommen werden kann, fiir jedes beliebige Intervall. 

Zum SchluB bemerken wir noch, zu unserer allgemeinen Frage zuriick- 

kehrend, daB die Limesgleichung (1), wenn sie tiberhaupt bei einer ge- 
gebenen Zahlenfolge «, fiir jedes Intervall a zutrifft, auch gleichmibig fiir 
alle Intervalle a (von einer Linge < 1) Giiltigkeit hat. Denn teilen wir 
das Intervall 01 in eine endliche Anzahl von Teilen D, deren Linge =d 
ist, so gilt fiir alle » oberhalb einer gewissen Grenze und alle Intervalle D 


d(1—d)n< mp < O(1+d)n. 
FaBt man nun bei einem beliebig gegebenen Intervall a einerseits die- 
jenigen Intervalle D ins Auge, die im Innern von a gelegen sind (sie 
haben eine Gesamtlinge > |a|— 20), andererseits diejenigen, die tiberhaupt 


Punkte mit a gemein haben (und deren Gesamtliinge <|a| + 20 ist), so 
bekommt man fiir Werte n, die oberhalb der erwihnten Grenze liegen: 


(\a] —28) (1—d) n < m < (la| +20) (1+), 


|=8 —|a|| < 30 + 26° 
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§ 2. 
Ubertragung auf mehrere Dimensionen. Anwendungen. 
Dadurch daB man p Variablen z,, 2,,---, 2, bestimmte Werte 
Z, = &,, Ty = My, **', i= a, 
" erteilt, erhilt man einen Punkt (a) im p-dimensionalen Raum; die «, sind 
seine Koordinaten. Zwei solche Punkte nennen wir kongruent (gemeint 
ist: mod. 1), wenn die entsprechenden Koordinaten der beiden Punkte 


einander mod. 1 kongruent sind. Unter denjenigen Punkten, welche dem 
gegebenen (a) kongruent sind: 


%, =0,, 1 =a,,---, =a, (mod. 1), 
gibt es einen und nur einen, welcher dem Einheitswiirfel 0 < z,, 2,, - - 
-+ 2, <1 angehért; ihn nennen wir den Reduzierten. Identifiziert man 
zwei Punkte, falls sie einander kongruent sind — oder fabt man jedes 
System kongruenter Punkte als einen einzigen ,,Punkt“ auf, so entsteht 
aus dem gewdhnlichen p-dimensionalen Raum eine geschlossene p-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit ,. Ein Raumstiick (d. i. eine abgeschlossene, 
im Endlichen gelegene Punktmenge mit bestimmtem Volumen V im Cantor- 
Jordanschen Sinne) des gewéhnlichen Raumes ist, falls es keine zwei zu- 
einander kongruente Punkte enthilt, auch im ®, ein (einfach bedecktes) 
Raumstiick vom Volumen V. Eine lineare Transformation 


Pp 
z,- > a,, 2, + 4, (¢=1,2,--+,p) 
k=1 


la8t sich dann und nur dann als eine Transformation des ®, ansprechen, 
wenn sie ganzzahlig und unimodular ist {d. h. wenn die Koeffizienten a;, 
ganze Zahlen*) von der Determinante + 1 sind}. 

Es sei im ®, eine unendliche Punktfolge 


a(n): 2, =a,(n), 7 =a,(m),---, 2 =a,(m) (mod. 1) 


{n= 1, 2, 3,---, in inf.} 
gegeben. Wir fragen wie oben im Falle p= 1: wann liegt diese Folge 
im ‘ji, tiberall gleichmaBig dicht, dh. wann ist die Anzahl derjenigen 
unter den » ersten der Punkte a(n), welche in einem beliebig abge- 
grenzten Raumstiick vom Volumen V liegen, asymptotisch durch V - » 
gegeben? Darauf antwortet das folgende, genau wie oben zu beweisende 
Kriterium: 





*) Die a, kénnen beliebige Zahlen sein. 





Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins. 819 


Satz 3. Die Punktfolge «(n) erfiillt den R, iiberall gleichmdpig dicht, 
wenn fiir jedes System ganzer, nicht séimtlich verschwindender Zahlen 
m,, ™,,---, m, die Limesgleichung 


a e(m, a, (h) + mya (h) + -+- + m,a,(h)) = o(n) 
A=1 


stattfindet. 
Daraus ergibt sich sogleich folgende Verallgemeinerung von Satz 2: 
Satz 4. Sind &, &,---, E, irgend p Zahlen, zwischen denen keine 
ganzzahlige lineare Relation besteht (d. h. keine Relation 


1, &, + 1,8 +--- +18 =1, 


in der die Koeffizienten J; und 1, ohne saimtlich zu verschwinden, ganze 
Zahlen sind), so liegt die Reihe der Punkte 


(mE, , mE, «++, m&,) {n=1,2,3,---,in inf. } 
mod. 1 iiberall gleich dicht. 

Die Behauptung, daB diese Punktfolge iiberall dicht liegt, ist der 
Inhalt eines beriihmten Approximationssatzes von Kronecker.*) Das vor- 
liegende viel schiirfere Theorem ist zuerst im Sommer 1913 von mir in 
einem Vortrag in der Géttinger Mathematischen Gesellschaft aufgestellt 
und auf ahnliche Weise wie hier bewiesen worden. Die im wesentlichen 
iibereinstimmenden, von Sierpi:iski, Bohl und mir herriihrenden Beweise 
des Satzes 2 lassen sich auf den mehrdimensionalen Fali nicht tibertragen, 
wohl aber ist das mit dem elementaren Bohrschen Beweis méglich. Be- 
treffs der tiberraschenden Anwendungen, welche Herr Bohr von dem 
Kroneckerschen und diesem schirferen Theorem auf die Theorie der Rie- 
mannschen £€-Funktion machte, verweisen wir den Leser auf die oben 
zitierte Schrift ,The Riemann Zetafunction and the Theory of Prime 
Numbers“ von H. Bohr und J. E. Littlewood. — Wie sich die Aussage 
modifiziert, wenn zwischen den £& eine oder mehrere ganzzahlige Rela- 
tionen bestehen, soll im § 5 diskutiert werden. 

Wir kénnen den in Satz 4 die diskrete Reihe der ganzen positiven 
Zahlen durchlaufenden Parameter » durch einen kontinuierlichen Para- 
meter ¢, den wir als Zeit deuten, ersetzen. Dann kommt: 

Satz 5. Bewegt sich im KR, ein Punkt mit konstanter Geschwindig- 
keit auf gerader Linie: 


(4) L,=a,+ y,t («,, vy, Konstente), 





*) Die Periodensysteme von Funktionen reeller Variablen, Berichte d. K. PreuB. 
Ak. d. W. zu Berlin 1884, 8. 1071—1080, und: Niherungsweise ganzzahlige Auflisung 
linearer Gleichungen, ebenda 1884, S. 1179—1193, 1271—1299. (Werke III 1, 8. 32—109.) 
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so betrdgt seine relative Verweilzeit in einem beliebigen Raumstiick so viel, 
als das Volumen des Raumstiicks angibt. Vorausgesetat ist dabei, daB zwischen 
den Richtungszahlen y, keine homogene ganzzahlige lineare Relation besteht. 

Ist wihrend der langen Beobachtungszeit von ¢ = 0 bis ¢ die Gesamt- 
linge derjenigen Zeitintervalle, waihrend welcher der bewegliche Punkt 
sich in dem Gebiet G vom Volumen V aufhilt, —¢;, so versteht man 


unter der relativen Verweilzeit im Gebiete G den lim = Das Volumen 
t==00 

eines Gebietes G im %, kann man als die apriorische Wahrscheinlichkeit 
dafiir betrachten, daB ein willkiirlich gewihlter Punkt in dies Gebiet G 
hineinfallt, und unser Satz besagt also, daB fiir eine geradlinige, mit 
konstanter Geschwindigkeit durchmessene Bahn die relative Verweilzeit 
gleich der apriorischen Wahrscheinlichkeit ist. Die Beziehung zur statistischen 
Mechanik ist einleuchtend. — Sind m,,m,,---,m, irgend p ganze Zahlen, 
die nicht alle verschwinden, und setzt man 


MO, + My +--+ Mie, —=— a, MY, + My, + +--+ M7, = 7, 
so laBt unser auf einen kontinuierlich variierenden Parameter ¢ itiber- 


tragenes Prinzip (Satz 3) erkennen, dab man zum Beweise des Satzes 5 
allein der Gleichung 


Pp 


t 


f ela + yt) dt = o(t) 
0 


bedarf. Diese aber ist evident, da das Integral auf der linken Seite sich zu 


e(a-+ yt) — e(a) = O(1) 


7 
berechnet. 


Man kann Satz 5 in verschiedenen anderen Formulierungen aus- 
sprechen. Unter einem geschlossenen Euklidischen Rawme versteht man 
jede geschlossene p-dimensionale Mannigfaltigkeit, welche die Eigenschaft 
hat, daB zu jedem Punkt derselben eine Umgebung gehért, in welcher die 
Euklidische Geometrie giiltig ist.*) , ist ein solcher geschlossener 
Euklidischer Raum. Ist [, irgend eine aus endlich vielen, sagen wir », 
ganzzahligen unimodularen linearen Transformationen des Rt, bestehende 
Gruppe und faBt man jedes System von vw nach der Gruppe [, dquivalen- 
ten Punkten des ®t, als einen einzigen Punkt auf, so entsteht aus ®, ein 


*) Das Problem, die Axiome der Euklidischen wie Nicht-Euklidischen Geo- 
metrie so zu formulieren, daB sie nur iiber die Umgebung eines jeden Punktes (deren 
Ausdehnung unbestimmt bleibt) etwas aussagen, und dann zu untersuchen, welche im 
Sinne der Analysis situs verschiedenen Riiume diesen Axiomen geniigen, wird nach 
den Urhebern dieser Fragestellung das ,,Clifford-Kleinsche Problem der Raumformen* 
genannt. Vgl. namentlich Klein, Uber Nicht-Euklidische Geometrie, Math. Ann. 37. 
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geschlossener Euklidischer Raum §°, tiber dem sich X, als unbegrenzter 
und unverzweigter endlich-blittriger Uberlagerungsraum ausbreitet, falls 
keine der zu [, gehdrigen Transformationen einen Fixpunkt in §, besitzt. 
Es laBt sich streng beweisen (ich werde das im Anhang ausfiihren), daB 
jeder geschlossene Euklidische Raum ein solcher §{° ist. DemgemaB kiénnen 
wir behaupten: 

Satz 6. In einem geschlossenen Euklidischen Raum verlaufen alle ge- 
raden Linien, von leicht zu charakterisierenden Ausnahmegeraden abgesehen, 
so, dap jede von ihnen jedem Punkt des Rawmes beliebig nahe kommt und 
auch in jedem gleich groBen Gebiet desselben durchschnittlich gleich lange 
verweilt. 

Lat man im %, zwei Punkte zusammenfallen, deren Koordinaten bis 
aufs Vorzeichen mod. 1 iibereinstimmen, so daB dann ein einziger Punkt 
durch die Kongruenzen 


%4=+4%, Tg St %,-',%=+4, (mod. 1) 
unter Zulassung aller 2? Vorzeichenkombinationen bestimmt wird, so hat 


jeder solche Punkt in dem Wiirfel von der Kantenlinge >: 


OS 4%, %,---,%<S ; 

einen und nur einen Vertreter. In diesem Wiirfel stellt sich dann die mit 
konstanter Geschwindigkeit durchlaufene Gerade (4) als eine Zickzackbahn 
dar, die ein Massenpunkt im p-dimensionalen Raum beschreiben wiirde, 
der von den Wanden jenes Wiirfels nach dem gewéhnlichen Reflexions- 
gesetz zuriickgeworfen wird (im Falle p= 2 als die Bahn einer Billard- 
kugel). Wenn zwischen den Geschwindigkeitskomponenten nach den Ko- 
ordinatenachsen keine homogene ganzzahlige lineare Relation besteht, verweilt 
also ein nach diesem Gesetz sich bewegender Punkt in jedem gleich groBen 
Gebiet des Wiirfels im Durchschnitt gleich lange. DaB er jeder Stelle im 
Wiirfel beliebig nahe kommt, haben auf Grund des Kroneckerschen Ap- 
proximationssatzes die Herren D. Kénig und A. Sziics bereits friiher ge- 
zeigt.*) Es wiirde keine Schwierigkeiten machen, die méglichen Ausnahme- 
fille, von denen die Herren Kénig und Sziies gleichfalls sprechen, voll- 
stindig durchzudiskutieren. 

Den %, kann man bekanntlich umkehrbar eindeutig und konform auf 
den Torus abbilden; die geraden Linien gehen tiber in die Loxodromen 
auf dem Torus, welche dessen Meridiane iiberall unter gleichem Winkel 
schneiden. Man kann dabei einen Torus von jeder Gestalt herausbekommen, 


*) Mouvement d’un point abandonné 4 l'intérieur d’un cube, Rend, Cire. Mat, 
Palermo 36 (1913). 
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wenn man in unseren Betrachtungen den fi, ersetzt durch diejenige zwei- 
dimensionale Mannigfaltigkeit, in der zwei Punkte (2’,y’), (2”,y) dann 
und nur dann zusammenfallen, wenn 
a =x" (mod.a), y'=y" (mod. b) 

ist; unter a, b sind dabei zwei fest vorgegebene reelle Zahlen verstanden. 
Jede dieser Mannigfaltigkeiten lit sich aber durch eine vorgiingige affine 
Transformation der Koordinaten zy in den Kt, verwandeln. Der Torus 
entstehe durch Rotation eines Kreises vom Radius r, und x sei an jeder 
Stelle seiner Oberfliche der Wert der GauBschen Kriimmung. Dann kénnen 
wir sagen: Kine Loxodrome auf dem Torus verléuft (abgesehen von leicht 
zu charakterisierenden Ausnahmen, die geschlossene Kurven sind) so, dap 
sie ihn iiberall dicht bedeckt; die Dichtigkeit, mit der das geschieht, ist jedoch 
an verschiedenen Stellen nicht die gleiche, sondern proportional su 1 — r* x 
(ist also gréBer an den der Rotationsachse zugekehrten Teilen des Torus 
als an den abgewandten). 

Fir p= 2 kann man den Satz 5 offenbar auch so aussprechen: Ist 
Bo eine Strecke*) im Ri,, die der geradlinigen Bahn (4) des beweglichen 
Punktes nicht parallel ist, so kommt es im Durchschnitt pro Zeiteinheit so 
oft vor, daB der bewegliche Punkt diese Strecke iiberschreitet, als der Inhalt 


des aus der Strecke Bo und dem Geschwindigkeitsvektor (y,, y,) gebildeten 
Parallelogramms angibt. Vorausgesetzt ist dabei, daB das Verhiiltnis der 
Geschwindigkeitskomponenten y,:y, irrational ist. 

Diese Formulierung riihrt von Herrn Bohl her und ist von ihm aus 
Satz 2 hergeleitet worden. Er benutzte sie dazu, um eine von Lagrange 
aufgeworfene Frage iiber die Superposition von Schwingungen zu erledigen. 
Ein aus der Superposition von m einfachen Schwingungen hervorgehen- 
der Schwingungsvorgang wird durch eine Formel 


(5) £ -> C,e(a,+ y;,t) 
i=l 


beschrieben, in der die «@,, y, reelle, die C, positive Konstante sind; geo- 
metrisch liBt er sich in der komplexen z-Ebene durch eine Epizykelkurve 
darstellen. Wir schreiben z =r -e(6), indem wir unter r(>0) den abso- 
luten Betrag und unter o das Azimut von z verstehen. Lagrange warf 
die Frage auf, ob das Azimut 6 im Darchschnitt pro Zeiteinheit um einen 


konstanten Betrag wichst, d. h. ob der lim < existiert. In einem beson- 
t=o 


deren Falle konnte Lagrange selber die Frage bereits beantworten; wenn 


*) Eine Strecke pe ist im Rp, natiirlich nicht eindeutig durch Anfangs- und 
Endpunkt 6 und @ bestimmt. 


Sid 





wy 
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namlich eines der C,, etwa C,,, gréBer ist als die Summe aller andern, 
gilt — sogar dann, wenn man die Argumente «,+ y,t durch unabhingige 
Variable ersetzt — stets 


, 1 ° 
|o soni (o,, + Ymt)| < Yt. lim ; = m- 


Herr Bohl konnte im Falle m =3 auch den Nicht-Lagrangeschen Fall 
erledigen. Er zeigte: Sind 2A, die Winkel des aus den drei Seiten C, ge- 
bildeten Dreiecks, so ist 
(6) lim © = 7,A, + 7gAy + 7sAs. 

t=o 
Vorausgesetzt ist, daB zwischen den y, keine ganzzahlige lineare homogene 
Relation besteht. Beim Beweise darf man a, = y, = 0 annebmen. 


(7) z= re(o) = C, e(x,) + C,e(a) + C, 
verschwindet als Funktion von z,, 2, fiir die beiden Punkte 
1—A ' 1+A, 
1 =,=-—>°* 1, =0,= + . 
B: (mod. 1); é: (mod. 1) 
1+A, —-_ 
Xs =p, — ++" t=0=—, 


im ¥i,. Schneidet man den R, in der Strecke 


ae t+ 0,(1—r) 
Ba, Pe + aN (mod. 1) (0<r<1} 
%, = B,t + 0,(1—t) 

auf, so kann man durch eine sehr einfache geometrische Betrachtung 
zeigen, daB die durch (7) definierte Funktion 6 = o(z,2,), die um die 


Punkte 6,0 herum verzweigt ist, in dem aufgeschnittenen Ri, eine stetige 


eindeutige Funktion ist, die aber tiber den Schnitt po hiniiber den Sprung 1 
erleidet. Daraus ergibt sich ohne weiteres das Bohlsche Gesetz. 

Da der Satz 5 fiir jedes p giiltig ist, macht es keine Schwierigkeiten, 
die Lagrangesche Frage nicht nur fiir m= 3, sondern fiir jedes m voll- 
stindig zu beantworten (was Herrn Bohl noch nicht gelungen war). Ist 
m==4, so zerfallt der Nicht-Lagrangesche Fall noch wieder in zwei Unter- 
fille. Ich spreche hier das Resultat fiir den einen dieser Unterfille aus*): 

Satz 7. Es seien vier positive Zahlen C,< C,< C,< C, gegeben, fiir 
die C,+ C,>C,+ C, und O,< C,+ C,+ C, ist. Alsdann vermag ein 
ebenes Gelenkviereck mit den Seiten C, in einem einzigen Zykel die stimtlichen 

*) Vgl. hierzu einen von mir auf der Frihlingstagung 1914 der Schweizerischen 
Mathematischen Gesellschaft gehaltenen Vortrag ,,Une application de la théorie des 
nombres a la mécanique statistique et 4 la théorie des perturbations‘, Enseignement 
mathématique N°. 6, 16° Année (1914). 
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inkongruenten Zustiinde zu durchlaufen, deren ein ebenes Viereck mit den 
Seiten C, iiberhaupt fihig ist. Bezeichnet 2x, die Winkel, welche die Seiten 
C, eines solchen Vierecks in seiner Ebene mit irgend einer fest in derselben 
angenommenen Geraden bilden, so kehren die Winkeldifferenzen 22(§,— &,) 
bei Durchlaufung eines solchen Zykels siimtlich zu ihren Ausgangswerten 
zuriick. Man bilde das iiber einen Zykel erstreckte Integral 


S. { (Egat, — &d,) + (Ede, —E,dk,) + (Ede, — EE,) 


A, = 
und analog A,, Ay, Ay. Diese Integrale sind unabhiingig davon, in welcher 
Weise das ebene Gelenkviereck seine siimtlichen inkongruenten Zustiinde 
durchléuft und auch unabhingig davon, gegen welche feste Gerade die Winkel 
22§, gemessen werden. Ich nenne sie daher die Integralinvarianten des 
Gelenkvierecks. Ihre Summe ist =1. Durch Superposition von vier einfachen 
Schwingungen mit den Amplituden C;, entsteht die Schwingung 


4 
z= re(o) -»>’ C,e(a,+ y,t); 
i=1 
4 
ihr Azimut 6 wichst im Durchschnitt pro Zeiteinheit um > Av 


i=1 

falls zwischen den y, keine ganzzahlige lineare homogene Relation besteht. 

Die Integralinvarianten A; scheinen zu den Seiten OC, des Gelenk- 
vierecks in analogen Beziehungen zu stehen, wie sie gemiB der ebenen 
Trigonometrie zwischen den Winkeln und Seiten eines Dreiecks statthaben. 

Die Frage von Lagrange hat ein besonderes Interesse in der Astronomie. 
Dort bedeutet r die numerische Exzentrizitiit einer Planetenbahn, 6 aber 
die Perihellinge (oder r den Sinus der Bahnneigung gegen die unver- 
finderliche Ebene des Planetensystems und 6 die Knotenliinge). Formeln 
von der Gestalt (5) stellen also insbesondere das sédkulare Vorriicken von 
Perihel- und Knotenlinge dar. Der Nicht-Lagrangesche Fall liegt in unserem 
Sonnensystem nur vor fiir Venus und Erde. 


§ 3. 
Die Reihe Se(g(n)) fir ein Polynom g. 


Bisher haben wir angenommen, da die Punkte im §,, die wir be- 
trachteten, in linearer Weise von einem, sei es kontinuierlichen, sei es 
die ganzen Zahlen durchlaufenden Parameter abhingen. Wir gehen jetzt 
zu dem allgemeineren Fall iiber, daB diese Abhiingigkeit durch Polynome 
hiheren Grades gegeben wird. Lassen wir den Parameter ¢ (die Zeit) 
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kontinuierlich alle Werte durchlaufen, so kénnen die entsprechenden Fragen 
sogleich erledigt werden auf Grund der Formel 


t 
(8) J (pt) dt = 0), 
0 

die giiltig ist, wenn g(¢) irgend ein Polynom von ¢ ist, das sich nicht 
auf eine bloBe Konstante reduziert. Nachdem der lineare Fall besprochen 
ist, kénnen wir den Grad von g(t) gréBer als 1 annehmen. Wir bestim- 
men ein ¢, so, dab fiir ¢>%, die Ableitung g’(¢) bestiindig dasselbe Vor- 
zeichen, etwa das positive hat, und machen in dem Integral 


Qmi- | e(pit)) at (t>t,) 


die Substitution m(¢) =. Es geht dann iiber in 


t 


t 
€ ° ¥ dx ad de(x) 
ani f e(2) a) - {xe 
t=, to 
Partielle Integration liefert: 
t 

e(x) } [ 9” (t) 

FAG@ (q’ (t))? € (g (t)) dt. 
t 


|” . ‘. ‘ , 
Da J >; dt konvergiert, ergibt sich daraus die Konvergenz von 
g 


fe(pe)) dt. 
0 


Gleichung (8) ist also sogar in der schiirferen Form 
: 
J e(p@) at = O(1) 
0 
bewiesen.. Mit Hilfe unseres Prinzipes erschlieBen wir daraus: 

Satz 8. Sind g,(t), pg(t), ---, pp(t) irgend p Polynome von solcher 
Art, dap keine mittels ganzzahliger, nicht sdmtlich verschwindender Koeffi- 
zienten aus ihnen zu bildende lineare Kombination sich auf eine bloBe Kon- 
stante reduziert, so verweilt ein nach dem Gesetz 


4, = 9; (t) = 1,2, ais Pp) 
im i, sich bewegender Punkt in jedem gleich groBen Rawmstiick (bei un- 
endlich ausgedehnter Beobachtungszeit) im Durchschnitt gleich lange. 
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Schwieriger wird die Untersuchung, wenn wir den kontinuierlichen 
Parameter ¢ durch den diskreten m ersetzen, welcher der Reihe nach die 
natiirlichen Zahlen durchliuft. Es kommt alles darauf an, zu zeigen: 

Satz 9. Ist in eimem Polynom q" Grades (2): 


| 
p(2) = a8 + a, _ Bt" es + 
einer der Koeffizienten a,, «,_,,-- +, &, irrational, so gilt die Limesgleichung 


n 


(9) > e(p(h)) = 0(n). 


h=0 


{Zusatz: Ist «, unter den irrationalen Koeffizienten derjenige, welcher 
den hichsten Index | trigt, so gilt (9) bei festem a, gleichmapig mit Bezug 
auf alle Werte der folgenden Koeffizienten «,_,, +++, , %-} 

Fiir p(z)=a2 ist dieser Satz zuerst von den Herren Hardy und 
Littlewood in Cambridge (1912) ausgesprochen worden.*) Fiir Polynome 
(z) vom 2. Grade haben die beiden Autoren einen auf der Anwendung 
des Cauchyschen Integralsatzes beruhenden Beweis seither in den Acta 
Math. publiziert**); wie ich einer freundlichen Mitteilung des Herrn Hardy 
entnehme, haben sie aber die Giiltigkeit von Satz 9 genau in dem gleichen 
Umfange wie ich erkannt, und ihr Beweis, der von dem meinigen durch- 
aus abweicht, wird binnen kurzem in den Acta Math. erscheinen. 

Ich betrachte im gewéhnlichen q-dimensionalen Raum alle Gitter- 
punkte t=(r,,7,,--:,7,), d. h. alle Punkte mit ganzzahligen Koordinaten r,, 


. q 
welche dem ,,oktaedrischen“ Bereich 


ti=|nl+is!+---+\",/Sn 


angehéren. Ihre Anzahl heiBe n,; sie ist 


=m (4) +98 (," 4) (i) +2 G4) (2) +--+. 


Doch kommt es auf den genauen Wert von m, nicht an; wir brauchen 
nur die (zahlengeometrisch ja ohne weiteres evidente) fiir unendlich groBe 
n giiltige asymptotische Formel 

(2n)? 

_~> 


Dem Beweis von Satz 9 miissen wir diesen Hilfssatz vorausschicken: 


*) In ihrem Vortrag ,,Some problems of Diophantine approximation“; vgl. den 
KongreBbericht. 

**) Acta Mathematica 37, 8S. 193—238, Theorem 2.14 auf S. 213. Diese Arbeit 
ist die Fortsetzung der auf S. 155 beginnenden Abhandlung ,,Some problems of Dio- 
phantine Approximations“, deren 3. Teil gegenwirtig noch aussteht. 





| 
| 





~ 








Qu 





oo 





~ 





Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins. 327 


Es sei § eine irrationale Zahl. Unter den n, Gitterpunkten 
cs (r;; Yop °°" %o)s 


welche dem oktaedrischen Bereich |\t| <n angehiren, fassen wir diejenigen 
ins Auge, fiir welche die Zahl 
r,7,°++7,§ mod. 1 

in dem beliebig vorgegebenen Intervall ab von der Linge c= b—a<1 
gelegen ist; ihre Anzahl, wird behauptet, betragt asymptotisch c-n,. 

GemiB dem in Satz 1 aufgestellten Prinzip hat man zum Beweise 
nur die Limesgleichung 
(10) lim > Se(r,ry +++ 7,8) = 0 


n=eo "4 
t >" 


herzuleiten. Trifft diese namlich fiir jede irrationale Zahl & zu, so wird 
sie auBer fiir — auch fiir jedes ganzzahlige Multiplum m§ von &(m+0) 
bestehen. Da fiir g=1 die behauptete Gleichung richtig ist, kénnen wir 
den Beweis mittels des Schlusses von g—1 auf q erbringen. Ich fiihre 
in der Summe auf der linken Seite von (10) zuniichst die Summation 
nach r,, dann nach den iibrigen r aus. Bezeichnet r’ den_,,projizierten“ 


Gitterpunkt (r,, 7,,--+,7,,) im (q¢—1)-dimensionalen Koordinatenraum 


(z,=0), so setze ich also 
2-2s2. 
t v ory 
Die aiuBere Summation nach r’ erstreckt sich dabei tiber den oktaedrischen 
Bereich |t’| < » und fiir jedes solche r’ die innere tiber alle der Bedingung 
ir,|Sn—|r| 
geniigenden ganzen Zahlen. Die innere Summation kann ich ausfiihren 
(geometrische Reihe); sie ergibt, wenn noch 
=R 
= 


11%, °*, 
gesetzt wird, 


j 1 
| e(r, RE) is | sin (x R&)| 


rg 


Da jene Summe aus héchstens 2” + 1 Gliedern besteht, gilt auberdem 
| Se(r, RE)| <2n+1. 
"9 


Ich wihle eine positive Zahl e(< =): Wir wollten annehmen, dab 


unser Satz fiir g — 1 bereits feststiinde; dann wissen wir, daB die Anzahl 
derjenigen unter den n,_, Gitterpunkten r’, fiir welche RE mod. 1 zwischen 
—e und +6 liegt, asymptotisch = 2e-m,_,, mithin fiir hinreichend 
groBes m gewiB < 3e-n,_, ist. Fiir diese rt’ wenden wir die zweite der 
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eben angegebenen Abschiitzungen der inneren Summe an, fiir die tibrigen 
liefert die erste: 


Ise, R§)| <- 


sin ae 


Wir haben insgesamt 


Serr 748) = = <2! =|<,_ 1 l! (3e(2n + 1) + aoa): 
q 
Da 
: mn, _4(2n-+1) 
lim —* . =@¢ 
n= q 


ist, wird infolgedessen fiir hinreichend hohe n: 
x | del ty---7,8)| <e(3q+1), 
4 v 


und das war der Inhalt unserer Behauptung. 

Beim’Beweise von Satz 9 werden wir diese Folgerung unseres Hilfs- 
satzes zu verwenden haben: Diejenigen Systeme ganzer Zahlen 1,, 7, - - 
‘+, %,-4, fiir welche 


[lI] + [ry] tees tial se 
ist und RE =r,r,---r,_,§ mod. 1 zwischen — « und + « liegt, sind fiir 
hinreichend groBe » in einer Anzahl < 3e-m,_, vorhanden. 


Nachdem dies vorausgeschickt ist, kénnen wir die Untersuchung der 


Summe 
6, = >) e(p@)) 


h=o 
in Angriff nehmen. Wir setzen zuniichst voraus, dab der héchste Koef- 
fizient «, von (2) irrational ist. : 
1. Schritt. Die Konjugierte von 6, ist 
6, -> e(— pth); 
A=0 
also 


|o,|/?>= 6,6 Sd (h))-e(— p(k) = > e(pth) — oh). 


Ich setze h =k +r; dann wird 


p(h) = p(k+r) = ok) + rel, k). 
g(r, k) ist eine ganze rationale Funktion von k und r, die nur Glieder 
(q—1i)™ oder niederer Ordnung enthilt; in ihrem Ausdruck kommt der 
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Koeffizient «, nicht mehr vor; die Entwicklung nach fallenden Potenzen 
von k beginnt mit dem Term ga,k*~'. Wir haben also jetzt 


|o, |? = > Se(roe, h)). 
r k 


Der Summationsbereich wird beschrieben durch: 
O<kan, O0Sk4+rgn. 


r durchlauft also das ganze Intervall von — » bis +, und in der inneren 
Summe durchliuft k fiir jedes soleche r die simtlichen ganzen Zahlen des 
Intervalls von 0 bis nm —|r| oder von |r| bis , je nachdem r > 0 oder 
r< 0 ist. 

2. Schritt. Verwenden wir das Zeichen n, fiir g = 1,2,--- in der 
gleichen Bedeutung wie im Hilfssatz, so erhilt man aus der letzten Glei- 
chung mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung 


j6,|'<m, | Se(rper, hb) ). 
r k 
Nunmehr wiederhole ich das beim ersten Schritt befolgte Verfahren. Es ist 
| Se(rpr, b) |’ = Se(rptr, k) — rg, d). 
k k,l 
Wiederum schreibe ich 
k=l+s, g(r,k) = p(r,l+8) = o(r, 1) + se(r,s, l). 
Die ganze rationale Funktion g(r, s,7) von r,s und / enthalt nur Glieder 
der Ordnung < q—2 und beginnt bei der Entwicklung nach absteigen- 


den Potenzen von J mit dem Term qg(q—1)«,l'—*; die Koeffizienten a), a, 
kommen nicht mehr vor. Im gegenwiirtigen Stadium ist 


|o,\*<n, > Se(rspe, s, )). 
2 §€ 


(r,s) durchlauft hier das zweidimensionale ,Oktaeder“ |r| + |s| << und / 
dasjenige Intervall, welches aus dem oben geschilderten Summationsinter- 
vall von k entsteht, wenn man hinten oder vorn |s| Zahlen abstreicht, 
je nachdem s > 0 oder s< 0 ist. 

Der 3. Schritt beginnt mit abermaliger Anwendung der Schwarz- 
schen Ungleichung, welche liefert: 


2 
’ 





|o,|*< n? my > | Se(rsq, s, ) 
r,s i 


und geht dann in der gleichen Weise weiter wie oben. 

Wir miissen diesen ProzeB fortsetzen bis zur Ausfiihrung des (¢—1)*" 
Schrittes. Dazu miissen wir die Summationsbuchstaben fh, k, l, ---; 1, s,--- 
durch Indizes unterscheiden, etwa so: 


Mathematische Annalen, LXXVLI. 22 











330 H. Wevt. 


h=r, +h,; p(h,) = (hy) +r, 9(r,,h,), 
hg=r_ +hs; p(1, hg) =(r,, hs) +1y9(1,,%2,hs), 


h,s=", ath ; PUT, 52° °5%y— 99 Mp3) = P(N 90g AEM PMs» 99°29 p19 A). 
Ks wird das letzte, von den g Argumenten 7,,7,,---,7,_,,4 abhingige » 
nur Glieder der 0. und 1. Ordnung enthalten, und der Koeffizient, mit 
welchem / multipliziert ist, lautet q! a,: 

(7, 7%. °° T)-19 h) =q! ah + (By + Byr, + Byty +->: +B,_17,_1)- 
Die konstanten Koeffizienten 8 berechnen sich aus den beiden ersten 


Koeffizienten «,, «,_, von (z) in einer Weise, die uns hier nicht weiter 


zu interessieren braucht. Fiihre ich folgende Abkiirzungen ein: 
R= %y°-°7,@1, @ = R(By+ Bir + Bots +°-- +B,_1%-1)» = Gl @,, 
Q=—2:-1) N= (n,)*~*(n,)*—*--- 
(fiir g = 2 ist N=1 zu setzen), so kommt schlieBlich die Ungleichung 
(11) [o,/°s NS le(e) Se(REh)} 


2 
ni —3%—2) 


zustande, in welcher t= (r,,7,,---,7,_,) das Oktaeder |r| << durch- 
linft, h aber ein von rt’ abhiingiges zusammenhingendes Intervall von 
n+ 1—Jr'| ganzen Zahlen; dasselbe entsteht dadurch aus On, daB man 
der Reihe nach (i= 1,2, --,¢g—1) jedesmal |r,| Zahlen hinten oder vorn 
abstreicht, je nachdem r, > 0 oder < 0 ist. Ersetzt man in dem Ausdruck 
fiir N jedes n, durch n‘, so geht N in eine Potenz von » iiber, deren 
Exponent 
1-29-34 2.27-44 3. 9-5 4....4 (g—2)- Mm Q—gq 


ist. Daher gilt fiir N selber eine asymptotische Formel 





N~x-n®-2, 
in der x eine nur von q abhingige Konstante ist. 
In (11) kénnen wir die innere Summe nach h, da sie eine geo- 
metrische Reihe ist, auswerten. Wir bekommen fiir alle r’, fiir die Ré 
mod. 1 nicht zwischen —<¢ und + « liegt, 


alsa. 


= 5) ; 
h slnwé 


fiir die iibrigen r’, deren Anzahl bei hinreichend grobem » kleiner ist als 
3€-m,_,, benutzen wir wieder die rohe Abschitzung 


> <n+l. 
h 
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Dann folgt aus unserer Formel (11) die Ungleichung 
<N-n,_ 1 {3e(n +1) + 


ay az} 


Sobald » hinreichend groB ist, wird daher 
6, q?-} ) 
nm 38(G 5+ 1), 
und unser Beweis ist beendet. 
Wenn der héchste Koeffizient nicht irrational ist, sondern etwa 
tt,  _1,°**,@,, rational sind, aber «, irrational, so sei G der General- 


os . . - @ 
nenner der Briiche «,, «, Wir trennen dann die > in G 


gm "ys a> 
n 


Teile je nach dem Rest, welchen » mod. G laBt. Wir ersetzen also n 
durch Gn +r und haben 
Gn-1 


2, (9) 3 Selo Gh+n). 


r=0 A=0 
Es ist aber p(Gz+r) fiir jedes r = 0, 1,---,G—1 einem Polynom y,(¢) 
vom [*" Grade mod. 1 kongruent,*) dessen héchster Koeffizient «,G' 
irrational ist. Infolgedessen ist jede einzelne der G Summen, in die wir 
unsere urspriingliche zerlegt haben, = o(m). 
Neben 6, kann man Reihen wie 


>’ ne(om), Po : e(p(n)) 


> 4, (p(n) 


oder allgemein 


betrachten, in denen a,,a,,4,,--- positive Zahlen sind, deren Summe 
divergiert. 
Satz 10. Die Limesgleichung 


> a,e(p(h)) =o (> a, ) 
A=0 \A=0 / 


gilt fiir jede divergente Reihe a,+a,+4,+---, deren positive Glieder 
monoton abnehmen. Nehmen die Glieder monoton zu, so gilt die gleiche Be- 
hauptung jedenfalls immer dann, wenn 


n 
na, = o( > a, | 
\A=0 * 
also beispielsweise stets, wenn a, wie eine Potenz von mn wiichst. 
*) Zwei Polynome heiBen kongruent mod. 1, wenn ihre Differenz ein Polynom 


mit lauter ganzzahligen Koeffizienten ist. 


22° 
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Dies ergibt sich in bekannter Weise durch Anwendung der partiellen 
Summation. Es ist 


s n—1 
> a,e(p(h)) = 4,6, + De 6, (a, — 4, ,4)- 
h=0 A=0O 


Ist ¢ eine vorgegebene positive Zahl, so gilt von einem bestimmten h 
ab |6,|<¢-h, und darum ist 


" n—1 


>’ a,e(p)) < C,+ ena, + e > h\a,—4,,,11, 


;}A=O A=0 
wo C, eine wohl von «, aber nicht von » abhingige Konstante bedeutet. 
Nehmen die a, monoton ab, so ist die Summe rechts 
n—1 


n 
' N) 
= > h(a,—4,,,)= » @&— na,, 


A=0 


und wir finden 


n n 

| Sa,e(p@)' <C,+2¢ S'a,. 

| ‘ A Pp =”.T h 

|}h=0 h=0 
Damit ist dieser Fall erledigt. Nehmen hingegen die a, monoton zu, so 
ist die Summe rechts 


n—1 
Jay ro 
- > h(a,,,—4@,) = na, — S a,<na,, 
— me 
A=0 A=1 


und wir bekommen 


Po a, e(p(h))| < C,+ 2ena,. 
A= 
Ich hebe insbesondere die Gleichung ' 
n 
= oa oda (ig n) 
A=1 


hervor. *) 


*) Das urspriingliche Ziel der Hardy-Littlewoodschen Untersuchung war die 
Gewinnung der Limesgleichung 


£(1 + ti) = o(igt) 
fiir die Riemannschg £-Funktion, d. i. 


} : ef ign 
(#) > — o(ig #). 


a=1 


Dies kann man gleichfalls mittele der hier auf 2 e(g(n)) angewendeten Methode be- 
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Auch Fille, in denen die Reihe a, + a,+ a,+--- konvergiert, sind 
von Wichtigkeit. Betrachten wir z. B. die einfachste #-Funktion: 
+0 
#(v; 2) = are (je|< 1) 
fiir reelle Argumentwerte v (z ist der gewéhnlich mit g bezeichnete Modul). 
Schreiben wir, indem wir z =r setzen, 2 = re**‘* und behalten von der 
Summe zuniachst nur den Teil bei, der von »=0 bis + oo liuft, so geht 
die #-Reihe iiber in 


«= 
> rep) { p(n) =an*+vn}. 
n=0 

Wir wollen das Verhalten der #-Funktion untersuchen, wenn der Modul z 

lings eines Radius gegen einen auf dem Einheitskreis gelegenen Punkt 

konvergiert, d. h. wir wollen r (unter Festhaltung von « und v) von 
kleineren Werten her zu 1 konvergieren lassen. Unsere Reihe kénnen 
wir schreiben 


nm 
C7; 


n=Q0 


indem wir c, = 0 setzen, falls » keine Quadratzahl ist, wenn aber » eine 
Quadratzahl = m® ist, c,= e(g(m)). Hier liefert die partielle Summation 


>" c,9" -»> C.(r*— rt") = (1 —r). >! C,r, 
na=0 n=0 n=0 


Vn 
Ci = +O +-:-+¢,= bm e(p(m)). 


Wenn « irrational ist, wird 


7 3-5---(2n-+1) 
C,=0(Vn) oder C,=0( ay)” 
Da 
— +1 : 
B-5-++-(2m Pe -_ 
> 2-4---2n ha’ ") 
n 0 
ist, gilt also 


lim 


r=i 


V1 —+-> er} = 0. 


n=0 





weisen; es liegt dieser Satz sogar, wie mir scheinen will, weniger tief als der Satz 9, 
da man zur Herleitung von (x) sich nicht auf das ,,Prinzip* (Satz 1) zu stiitzen braucht. 
Ich werde meinen Beweis spiiter (vielleicht im Anschlu8B an die Arbeit der Herren 
Hardy und Littlewood iiber diesen Gegenstand) veréffentlichen. 
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Wir erhalten demnach fiir die #-Funktion:*) 


9(6; 0) = 0(5— =} 


Etwas Entsprechendes findet statt fiir die allgemeinere Funktion 


(2; 0, Ug,-- 4%) = » a” e(v,n + vgn? +--+. + v,_, n-*). 
Satz 11. Ldapt man «z bei konstantem, mit 2a inkommensurablen 
Azimut gegen den Einheitskreis konvergieren, so ist 


1— z 


1 
(2; tis Par 9 Mas) = (7 ) 


gleichméfig in den reellen Argumenten v. 


g 4. 


Folgerungen fiir die Gleichverteilung von Punkten im §&,,. 


Aus Satz 9 flieBen auf Grund des Prinzips, auf das unsere ganze 
Untersuchung basiert ist, diese Folgerungen: 

Satz 12. Ist p(z) ein Polynom mit dem konstanten Term a, und 
sind nicht alle Koeffizienten von p(s) — «, rational, so liegt die Reihe der 
Zahlen 

(1), (2), p(3), --- 

mod. 1 iiberall gleich dicht. 

Insbesondere: 

Satz 13. Ist & eine irrationale Zahl, so bedeckt die Reihe der Punkte 

1§, 46, 9&, 16, 256, _ 

wenn man die Zahlgerade auf den Kreis vom Umfang 1 aufrollt, die 
Peripherie des Kreises iiberall gleich dicht. Das Entsprechende gilt, wenn man 
die Quadratzahlen ersetet durch die Kubikzahlen oder die vierten Potenzen usw. 

Allgemeiner: 

Satz 14. Sind 

9; (2), P3(2); wr 9, (2) 
irgend p Polynome von der Art, daB keine mittels beliebiger, nicht sdmtlich 
verschwindender ganzer Zahlen aus den g,(z) gebildete lineare Kombination 


ein Polynom ergibt, das einer Konstanten mod. 1 kongruent ist, so liegt die 
Reihe der Punkte 


*) Vgl. Hardy und Littlewood, Theorem 7 des Cambridger Vortrags. 
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t, =9,("), % = ,(n), --, Z =—,(m) (mod. 1) 
{m= 1, 2,3,--- in inf.} 
im %, tiberall gleich dicht. 

Denn fiir jedes System nicht simtlich verschwindender ganzer Zahlen 
M,, M,---,m, ist 

p (2) = mH, (2) + my Hp (2) + +--+ Mm, P, (2) 
ein Polynom, das die Voraussetzung des Satzes 9 erfiillt. 

In Satz 14 sind als besondere Tatsachen enthalten: 

Satz 15. Ist & eine irrationale Zahl und grenzt man im Linheits- 
intervall 01 irgend q Intervalle a,b, (i=1,2,---,q) ab, so ist die Anzahl 
derjenigen unter den n ersten ganzen Zahlen h=1,2,---,n befindlichen, 
fiir welche die mod. 1 reduzierte Zahl (hé) in a,b, und zugleich (h?§) in 
a,b,,--,(h*&) in a,b, liegt, asymptotisch® 

= (b, —a,) (b, —a,) --- (6,- a,)n 
fiir lim n = oo. 

Satz 16. Sind &,&,---,& irgend p Zahlen, zwischen denen keine 
ganzzahlige lineare Relation besteht, und grenzt man im LEinheitsintervall 
beliebige pq Strecken a,,b,, ab, so sind diejenigen unter den Zahlen 
h = 1,2,---+,m, fiir welche die siimtlichen Ungleichungen 


1» x (hE) SO, Gey S (HE) Sg, - a,S (WE) <S bo, 
a: Shh) S < Dra ys S Sh) s < Peas ++ Ong S (#4) s S,; 


a, (<E) <b, a,,< (WE) < Wa ci <(W,) <b, 


bestehen, asymplotisch in der Anzahl 


q Pp 
n-| ] ] ] (b,;— 4; ;) 
i=l j=1 
vorhanden. 


Auch die Herren Hardy und Littlewood haben in ihrer ersten Arbeit 
in den Acta Math. (auf elementarem Wege) gezeigt, daB Zahlen h von 
der in Satz 15 und 16 geforderten Beschaffenheit iiberhaupt existieren; 
sie bediirfen dieser Tatsache zu ihrem Beweis des Satzes 9. Die hier 
aufgestellten Theoreme, die wir in umgekehrter Wegrichtung aus dem 
anders und direkt bewiesenen Satze 9 erschlossen haben, sind von ihnen 
nur vermutet worden. 

Ein weiterer interessanter Spezialfall von Satz 14 ist dieser: 

Satz 17. Ist m(z) ein Polynom, in welchem # die hdchste vorkom- 
mende, einen irrationalen Koeffizienten tragende Potenz ist, und achtet man 
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darauf, wann und wie oft es vorkommt, daB je | aufeinanderfolgende der 


Zahlen 

p(1), (2), p(3), --- 
mod. 1 der Reihe nach in | vorgegebene Intervalle a,b, fallen, so stellt sich 
heraus, daB die relative Hiéufigkeit eimes solchen Vorkommnisses gleich der 


I 
apriorischen Wahrscheinlichkeit [[@-© ist. 
{= 1 


Man hat zu priifen, ob es / ganze Zahlen m,, m,,--, m,_, geben 


kann, so daB 
i—1 
>) m,o(e +7) 
r=0 


ein Polynom ist, dessen saimtliche Koeffizienten, vom konstanten Gliede 
abgesehen, rationale Zahlen sind. Bei der Priifung dieser Frage kann man 
@ ersetzen durch dasjenige verkiirzte Polynom, welches aus q@ entsteht, 
wenn man alle Glieder mit héherer Potenz als ¢ streicht. Ist das verkiirzte 


p(z) gleich az + a,2-'+---+4a, (« irrational), 
so bat man 


g(e+r)—az + (a (i) r+a,) 2-4 (a(S) +a, (s"\r+a) 2-24. 


Sollen die Zahlen m, die geforderte Beschaffenheit haben, so ergeben sich 
also der Reihe nach die Gleichungen 


> m, =(Q, 
r=0 
i-1 
>) rm, =, 
r=0 


-_-* 
™ 


— 
S om = 0, 
—_ 


r=0 





und daraus erhalt man 


My = mM, =---=m_,=U. 


Zugleich erkennt man, daB der Satz fiir mehr als / aufeinanderfolgende 
der g(m) nicht mehr richtig sein kann. 
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§ 5. 
Die Ausnahmefille. 
Es seien wieder 
9: (2), P2(4), °° 7,4) 
irgend p Polynome mit reellen Koeffizienten ohne konstantes Glied.*) Ich 
nehme jetzt an, es gabe ganze Zahlen /,, so dab 


1, py (2) + ly pg(2) +--+ + L, P,(2) 

ein Polynom mit lauter rationalen Koeffizienten wird. Ein System ganzer 
Zahlen (I,, 1, ---,1,), fiir welches dieser Umstand eintritt, will ich als einen 
»Punkt [“ bezeichnen. Die Punkte [| bilden ein Gitter; d. h. mit [ ist auch 
immer —[ und mit zwei Punkten I’, [” auch die Summe ['+[” ein 
»Punkt [“.**) Nach einem bekannten Verfahren, das von Minkowski als 
»Adaption eines Zahlgitters an ein enthaltenes* bezeichnet wird,***) lassen 
sich jetzt Punkte I: 

Te = (has be ** > dep) (k= 1,2,--+,q) 


in einer Anzahl g <p so bestimmen, daB zwischen ihnen keine Relation 


| 
> ub = 0 mit beliebigen, nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten 
k=1 
y, besteht, alle Punkte 1 sich aber mittels ganzzahliger Koeffizienten h, 
aus den [, zusammensetzen lassen: 


Diejenigen Punkte ¢ = (z,, 2, ---, 2,), die mit Hilfe beliebiger reeller 
Koeffizienten y, in der Form 
q 
t= > nb 
k=1 


dargestellt werden kénnen, bilden im gewéhnlichen p-dimensionalen Raum 
eine g-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit 2). Ich verstehe unter einem 
Gitterpunkt jeden Punkt ¢ mit ganzzahligen Koordinaten 2,; dann be- 
haupte ich, bilden die Punkte { die samtlichen, auf der linearen Mannig- 


*) Die letzte Annahme wird nur der bequemeren Ausdrucksweise wegen gemacht. 
**) In welchem Sinne hier Punkte mit Zahlfaktoren multipliziert und addiert 
werden, bedarf wohl kaum einer ausdriicklichen Erklirung. 
***) Diophantische Approximationen (Leipzig 1907), § 14; kiirzer ist das Ver- 
fahren beschrieben z. B. auf 8. 78 meines Buches ,,Die Idee der Riemannschen Flache“ 
(Leipzig 1913). 
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faltigkeit Y) gelegenen Gitterpunkte. Da zwischen den Punkten [, keine 
lineare Relation besteht, findet sich in dem Schema 


by ’ hs, ae Lo» 
lias Liss ie ls 
eine g-reihige, von 0 verschiedene Determinante, etwa 
L = \\he|ls=1,2,--.,¢- 
k=1,2, @ 
Aus den ersten g der Gleichungen 


g 
x; —> wh (i= 1,2,---,p) 
k=1 
geht, wenn ¢ = (z,) ein auf ¥) gelegener Gitterpunkt ist, durch Auflésung 
nach y hervor, daB die y, gebrochene Zahlen mit dem Nenner L sind. 
Mithin ist Ly ein Punkt [, infolgedessen aber auch (man gehe auf die 
Definition der Punkte { zuriick) r selbst, und daher miissen gemaB der 
Auswahl der Punkte |, die Koeffizienten y, ganze Zahlen gewesen sein. 
q 
Da alle in ¥) gelegenen Gitterpunkte folglich in der Form a y,l, mittels 
k=1 
ganzer y, dargestellt werden kénnen, findet man durch Fortsetzung des 
Adaptionsverfahrens, daB man zu den Gitterpunkten [,, [,,---, l, noch 
r=—p—q weitere 
m, = (m,,, Mae, °° My») (h = 1,2,---,r) 
so hinzufiigen kann, dab jeder Gitterpunkt ¢ eine Darstellung 
(12) j= (yf, + yl, +---+y,1) + (4, m, +---+42,m,) 
mittels ganzzahliger Koeffizienten y,, z, gestattet. Die Gleichung (12) oder 
H, = (Lis + leg +°°° + LY.) + (m, 4, +--+ +m, ,2,) 
ergibt demnach eine ganzzahlige, unimodulare lineare Transformation der 
Koordinaten z in die neuen Koordinaten y, z, bei welcher das System der 
Gitterpunkte erhalten bleibt. Das Gleiche gilt demnach auch fiir die 
kontragrediente Substitution 


Pp 
=> 1,2; (k=1,2,---,q), 

(13) oe 
od =>) m2, (h=1,2,--+,r). 

i=1 


Diese Formeln stellen mithin eine lineare Transformation im R, dar. 
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Wir bilden insbesondere die Polynome 


Pp 

f,(2) -> 1; P(2) (k= 1, 2,- ae q); 
ial 
P 

vi(2) =>!) m,, 9,(2) (h—=1,2,--+,1). 
é=1 


Die ersten gq haben lauter rationale Koeffizienten, deren Generalnenner 
mit G bezeichnet werde. Mit Bezug auf die letzten r aber gilt, daB keine 


mittels ganzer Zahlen ¢,, ¢,, ---, ¢, gebildete Kombination Ps t,w,(2) der- 
h=1 


selben ein Polynom mit rationalen Koeffizienten wird, es sei denn, dab 
alle ¢, = 0 sind. Wir haben die Aufgabe, die durch 


2, = y(n) (mod. 1) (¢=1,2,---,p) 
definierten Punkte im %, zu studieren, wihrend m der Reihe nach alle 


positiven ganzen Zahlen durchliuft. Durch unsere ganzzahlige unimodulare 
Transformation kommt diese Frage darauf hinaus, die Punkte (y, 2): 


¥% =f,(”), 2, = ¥,(n) (mod. 1) 
(k= 1,2, --+,q) (hk = 1,2,---,r) 


zu untersuchen. Fiir jede ganze Zahl m wird durch die Kongruenzen 


Y = f,(m), Ys = f,(n), a Y, = f,(n) (mod. 1) 
allein in dem (auf die Koordinaten y, z bezogenen) ®t, eine bestimmte 
r-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit ©, definiert. Alle ©, sind unter- 
einander parallel, weil sie der r-dimensionalen Mannigfaltigkeit 

y, = 0, y, =0,---,y,=0 (mod. 1) 

parallel sind. AuBerdem ist ©, mit ©, identisch, wenn die beiden ganzen 
Zahlen n und m mod.G kongruent sind, so daB man sich auf die Be- 
trachtung einer einzigen Periode 
(14) G,, @,,--, G; 
zu beschrinken hat. Unter den ©, gibt es also nur endlich viele -von- 
einander verschiedene: ©’, ©”, ---; diese mégen in einer einzelnen Periode 


(14) bzw. m’, m”,--- -mal vorkommen (m’ +m” +---=G). Wir be- 
haupten: Die Punkte 
(15) % =f(n), 2,=¥,(n) (mod. 1) 

(k= 1,2,---,q) (h=1,2,--+,7) 


im §, verteilen sich, wenn m die Reihe der ganzen positiven Zahlen durch- 
lauft, mit vdllig gleichmaBiger Dichte iiber die untereinander parallelen 
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r-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeiten ©,, ©,,---, €_. Das ist so 
zu verstehen, daB die Dichte fiir jede einzelne dieser Mannigfaltigkeiten 
allerorten dieselbe ist, auf zwei verschiedenen von ihnen, etwa ©’, ©”, 
deren Multiplizitiiten m’, m” proportional ist. 

DaB Punkte (15) nur auf den ©, angetroffen werden, ist ja selbst- 
verstindlich. Um die gleichmiBig dichte Verteilung zu beweisen, wieder- 
holen wir unsere in den vorigen Paragraphen durchgefiihrte Methode, indem 
wir zeigen, daB fiir jede beschriinkte, auf den ©, definierte Funktion 

Fis Yas °° Yo5 71> 290 °° Z,), 
die nach den 2, Riemannisch integrierbar ist und in allen Variablen die 
Periode 1 besitzt, die Limesgleichung besteht: 


(16) fim - 2 F=f, Z,= ¥,(")) 
G Ss § 1 
= 2 > ff: {FY =f,(); 21, 4,°-+, #,) dz, dz, --- dz,. 
n=10 0 0 
Es geniigt, das fiir 
= O(y,, Yo,"* Yq) * § (44, +++ +¢,4,) 


zu bestiitigen, wenn die ¢ beliebige ganze Zahlen sind und ® eine nur fiir 
jene C Wertsysteme (y) definierte Funktion ist, die sich gemiiB der Formel 
y, = f,(m) (mod. 1) periodisch wiederholen, wenn » die natiirlichen Zahlen 
durchliuft. Ist eine der ganzen Zahlen ¢, + 0, so hat nach Satz 9 die linke 
Seite der behaupteten Gleichung (16) den Wert 0. Dasselbe trifft auch fiir 
die rechte Seite zu, da jedes Glied der dort stehenden G-gliedrigen Summe 
= ist. Wenn aber alle Zahlen ¢,=—0 sind, ist F eine Funktion der y 
allein; fiir solche Funktionen ist die Giiltigkeit unserer Gleichung unmittel- 
bar einleuchtend. 

Die Formulierung des Ergebnisses kann man von der zum Beweise 
benutzten linearen Transformation unabhiingig machen. 

Satz 18. Es seien irgend p Polynome 9,(2), (2), ---, Pp(2) mit 
reellen Koeffizienten gegeben; «, sei das konstante Glied in g,(z). Unter 
einem ,,Punkt \ verstehen wir jedes System ganzer Zahlen | = (|, ,l.,- 
fiir welches die lineare Kombination 

L{9,(2)—a,} + 4{g,(2)—a@}) +---+1,(9,(2)—«,} = fil) 
ein Polynom mit rationalen Koeffizienten wird. Die Koeffizienten der siimt- 
lichen, den verschiedenen Punkten | entsprechenden Polynome f(z) besitzen 
einen Generalnenner G. Fiir jede belicbige ganze Zahl n definieren die 
simultan fiir alle Punkte | zu erfiillenden Kongruenzen 


’ l )y 


l,(@, —«@,) + i(a,—a@,) +---4 L(x, — &,) =fi(n) (mod. 1) 
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im Ki, eine lineare r-dimensionale Mannig/ultighkeit ©,. Die ©, (n=1,2,3, ---) 
sind alle untervinander paraliel und wiederholen sich in einem Zyklus von 
der Periode G; die endlich vielen verschiedenen unter ihnen ©’, ©", - - - migen 
in einem solchen Zyklus bew. mit der Vielfachheit m’, m”,--- auftreten. 
Die durch 
Ly =, (), Ly = Q,("), ---, Z =, (m) (mod. 1) 

definierten Punkte im Rt, verteilen sich, wenn fiir n der Reihe nach alle 
ganzen positiven Zahlen eintreten, auf die endlich vielen linearen Mannig- 
faltigkeiten ©’, ©",--- in der Weise, dap jede derselben nicht nur iiberall 
dicht, sondern auch iiberall mit gleichmdBiger Dichte bedeckt wird, fiir zwei 
verschiedene der © aber diese Dichten sich wie ihre Multiplizitéten m ver- 
halten. 

Man ist auf Grund dieses Satzes imstande, anzugeben, wie sich die 
Aussage des Satzes 15 modifiziert, falls zwischen den Zahlen £; ganzzahlige 
lineare Relationen bestehen, und das Analogon von Satz 16 auch fiir den 
Fall aufzustellen, wo man mehr als / sukzessive unter den Zahlen o(n) 
simultan betrachtet. 


§ 6. 
Ausdehnung auf mehrere Parameter. 


Bisher haben wir ganze rationale Funktionen einer Variablen z be- 
trachtet und darin z die Reihe der natiirlichen Zahlen durchlaufen lassen. 
Wir kénnen unsere Untersuchungen noch in der Richtung verallgemeinern, 
daB wir an Stelle der einen Variablen z deren mehrere treten lassen. Ich 
beschriinke mich auf den Fall von zwei Variablen u,v. Es seien also 
etwa wieder p ganze rationale l'unktionen 

P,(U), Po(uUr),- >, p, (ur) 

gegeben, und wir wollen der Einfachheit wegen annehmen, daB keine 
mittels ganzzahliger Koeffizienten aus ihnen zu bildende lineare Kombi- 
nation ein Polynom wird, das einer Konstanten mod. 1 kongruent ist. In 
der uv-Ebene sei ferner ein endliches Fliichenstiick & (dh. eine abge- 
schlossene, ganz im Endlichen gelegene Punktmenge mit bestimmtem 
Flaicheninhalt J > 0) gegeben. Dilatieren wir R vom Nullpunkte aus im 
Verhaltnis ¢:1 zu dem Fliachenstiick ® — wobei ¢ eine groBe reelle 
Zahl sein soll —, so wird die Anzahl n, der in ¢® gelegenen Gitterpunkte 
(Punkte mit ganzzahligen Koordinaten u,v) asymptotisch fiir lim t = co 
durch J-# gegeben. Jedem dieser Gitterpunkte u,v ordnen wir in §, 
den Punkt 


(17) Ly = 9, (Ur), 2, = py(uv), ---, %,=g,(uv) (mod. 1) 











3492 H. Wevt. 


zu. Grenzen wir in ®, ein beliebiges Volumen V ab, so wird jetzt die 
Behauptung der Gleichverteilung so lauten: 

Satz 19. Unter den n, Punklen (17), die man erhdlt, wenn man fiir 
u, v die siimtlichen in t& gelegenen Gitterpunkte einsetzt, sondere man die- 
jenigen aus, welche in R, dem Raumstiick V angehiren; thre Anzahl n{”"? 
verhdlt sich zu n, im Limes fiir t = co wie V:1. 

Sollte die Voraussetzung betreffs der ganzzahligen linearen Kombi- 
nationen der Funktionen (uv) nicht zutreffen, so modifiziert sich die 
Aussage in derselben Weise wie im vorigen Paragraphen. Sind die 9, 
lineare Funktionen von u und v, so ist damit erst der allgemeinste, von 
Kronecker aufgestellte Approximationssatz in der Art verschirft, daB die 
Aussage ,,iiberall dicht“ durch ,,iiberall gleichmaBig dicht“ ersetzt worden 
ist.*) Der Beweis wird erbracht sein, wenn wir zeigen: 

Satz 20. Ist p(uv) eine ganze rationale Funktion von u,v, deren 
Koeffizienten, vom konstanten Gliede abgesehen, nicht sdimtlich rational sind, 
und bildet man die Summe 

= >e(p(u, v)) 
iiber alle n, Gitterpunkte (u,v), die dem Flichenstiick t® angehiren, so ist 


° 6, 
lim — = 0. 
t=o 't 
Ein besonderer Fall dieser Saitze kommt z. B. zustande, wenn man 
bei einer oder mehreren ganzen rationalen Funktionen (z) mit beliebigen 
komplexen Koeffizienten fiir z die siimtlichen ganzen Zahlen des GauBschen 


Kérpers (i = Y— 1) setzt und nach der Verteilung der Werte dieser Funk- 
tion fiir die angegebenen Argumente fragt, unter der Voraussetzung, dab 
zwei komplexe Zahlen (Werte der Funktion ), die sich um eine ganze 
Zah| des GauBschen Kérpers unterscheiden, nicht als verschieden gelten. 
Man wird dabei z zunachst durch die Bedingung |z <¢ beschriinken und 
dann die positive Zahl ¢ ins Unendliche wachsen lassen. 

Man kénnte statt der hier gemachten Annahme, daB der allseitig ins 
Unendliche wachsende Bereich #8, der nach und nach alle Gitterpunkte 
umfassen soll, sich dhnlich vergréBert, auch andere allgemeinere Voraus- 
setzungen treffen; doch will ich mich auf die Durchfiihrung des Beweises 
fiir einen nach dem Gesetz der Ahnlichkeit wachsenden Bereich beschrinken. 
Die Exhaustion von & zeigt dann, dab es geniigt, & als ein Rechteck 

a, SuSa,, b,Sv<b,, 
anzunehmen. Die Anzahl derjenigen ganzen Zahlen u, welche der Un- 
gleichung 


yy a,t<uca,t 
*) Vgl. Werke III 1, 8S. 104—105. 
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geniigen, sei = m,{~(a,—a,)t}, die Anzahl der ganzen Zahlen », fiir die 
bt<sv<cb,t 

ist, betrage n,{~ (b,—b,)t}; in #R sind dann m,n, Gitterpunkte (u, v) 

gelegen. 

Wir denken uns g(u,v) nach fallenden Potenzen von v und die 
Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von v, welche Polynome in u 
sind, nach fallenden Potenzen von u geordnet. Es enthilt keine Ein- 
schrankung, wenn wir annehmen, daB bei dieser Anordnung das héchste 
Glied eine irrationale Zahl zum Koeffizienten besitzt. Wir schreiben: 


9 (uo) = www) + vty (W) +o. 


Wenn wir nicht auf den Fall einer Variablen zuriickkommen wollen, muB 
q=>1 sein. Auf 


q= a P Lp, »))} 


atSusa,t btseosh, 
wenden wir, wenn g> 1 ist, die Schwarzsche Ungleichung an: 
~Y 2 
|9,|? << m, > | Se(pu, o)) 


und formen |>’’ nach der in § 3 dargelegten Methode um. Wir erhalten 


dann schlieBlich bei Benutzung der dort eingefiihrten Bezeichnungen 
(18) |o,/¢< mf-'N,- > {e(e) Seq! vwr, ryt _sh)}, 
450isTav* 9Tg—1 h 

N,~ «-n2-%. 
Der Bereich der iuBeren Summation ist gegeben durch 
(19) at<Susa,t, |t|—|r!+|/4)/+---+17./o%—1. 
Die innere Summation erstreckt sich tiber ein zusammenhingendes Inter- 
vall von m,—|t| ganzen Zahlen. Wir sollen zeigen, daB 

° 6, 
lim = 0 


m,n 


t=o ut 


ist. Wenn w(w) die Variable w nicht enthalt, also eine irrationale Kon- 
stante « ist, ergibt sich dies durch die gleiche SchluBweise, wie bei einer 
Variablen. Wenn w aber die Variable uw enthilt, haben wir uns auf den 
folgenden Hilfssatz zu stiitzen: 

Diejenigen unter allen m,nf-, den Bedingungen (19) geniigenden 
Gitterpunkte (w; 1,,1%3,°* 1,1), fiir welche 

rity ha OW 

mod. 1 gwischen —«& und + « liegt, sind in einer Anzahl vorhanden, die 
sich im Limes fiir t= co su m,n-” verhilt wie 2e:1. Dabei ist p(u) 
irgend ein Polynom in u, dessen hichster Koeffizient irrational ist. 
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Diesen Hilfssatz haben wir auf das Polynom g(u) = q! #(u) zur An- 
wendung zu bringen. Wir gewinnen ihn durch einen vollstindigen In- 
duktionsschluB. Fiir g= 1 ist er richtig (Satz 9). Unter der Voraus- 
setzung seiner Giiltigkeit fiir q zeigen wir, dab er auch fiir g+ 1 zutrifft. 
Es geniigt dazu der Nachweis, dab 


. 1 
(20) lim — Pi e(r, Myc r, pu)) = () 


ist, wenn die Summe iiber 
a,tsusa,t, Innl+|r +--- +), /S0,—1 

erstreckt wird. Wir fiihren bei festen uw; 7,,7,,---,7,_, zunachst die 
Summation nach r, aus und wenden fiir diese einfache Summe wie friiher 
eine doppelte Abschitzung an, je nachdem r,7,---7,_, p(w) mod. 1 
zwischen —eé und + « liegt oder nicht. Unter Beriicksichtigung des Um- 
standes, daB die Anzahl der Wertsysteme (wu; 7,,7,,---,7,_;) von der 
ersten EKigenschaft asymptotisch 2¢mn,’-" betrigt, erhalten wir dann 
auf die gleiche Art wie beim Beweise des Hilfssatzes in § 3 die Limes- 
gleichung (20). 

Die zwei Verinderlichen u,v kann man durch drei und mehr ersetzen. 
Von dem so verallgemeinerten Satz 19 ist der eben erwahnte Hilfssatz, 
auf dem zu einem wesentlichen Teil unsere Untersuchung beruhte, ein 
ganz spezieller Fall. 


§ 7. 
Uber die Gleichverteilung willkirlicher Zahlenfolgen. 


Die Herren Hardy und Littlewood werfen die allgemeine Frage auf, 
wann eine Folge wachsender ganzer Zahlen 


L<<i4<::- 
die Eigenschaft besitzt, daB fiir jede irrationale Zahl — die Reihe der 
GréBen 
(21) Lé, 1é, 1,8, --- 


mod. 1 jedem Wert beliebig nahe kommt.*) Wir fragen sogleich, wann 
diese Zahlenfolge iiberall gleich dicht liegt. Eine erschépfende Antwort 
laBt sich darauf nicht geben. Wohl aber laBt sich behaupten, dab bei 
gegebenen |, fiir jeden Wert von € die Zahlenreihe (21) iiberall gleich 
dicht liegt, wenn man von Zahlen & absieht, die einer gewissen Menge 
vom MaBe 0 angehéren. Diese Ausnahmemenge enthilt selbstverstiindlich 


*) Acta Math. 37, S. 156. 


et ae 
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alle rationalen Zahlen, es bleibt aber unentschieden, ob nicht etwa noch 
weitere Zahlen in ihr enthalten sind. Wenn ich nun freilich glaube, dab 
man den Wert solcher Siitze, in denen eine unbestimmte Ausnahmemenge 
vom MaBe 0 auftritt, nicht eben hoch einschiitzen darf, méchte ich diese 
Behauptung hier doch kurz begriinden. Mein Beweis beruht auf dem 
folgenden Lemma der Integralrechnung.*) 

Sind f(x) stetige Funktionen im Intervall 01, fiir welche die Summe 


der Integrale 
co 1 
> Sif) tae 
n=1 0 


konvergiert, so konvergiert fiir alle z mit Ausnahme solcher, die einer 
Menge vom Mafe 0 angehéren, f,(7) mit unbegrenzt wachsendem n 
gegen 0. 
Beweis: Ist ¢ eine beliebig kleine positive Zahl, U, diejenige Menge 
im Intervall 01, in der f(z) >ée ist, so ergibt sich fiir das Lebesgue- 
sche MaB A, dieser Menge %, die Ungleichung 
1 
#4, < [| f(z) Pde. 
0 


Bilden wir die Vereinigungsmenge 
© = %.,+ %4.+-°°: + im inf. 


so sind die Punkte z von ©, dadurch charakterisiert, daB fiir sie wenigstens 
eine der Ungleichungen 


\fn+1()|, Ifa+2(2)|, i: = é 
besteht. Das MaB C, von ©, geniigt der Ungleichung 


1< J 
(22) C.S° > \f,@)\'de = 3. 
von+1 
Von den Mengen ©,, ©,, ©,,--- enthalt jede die folgende ganz in sich. 
Ihr gemeinsamer Bestandteil lim ©, = © hat, da lim J, = 0 ist, zufolge 


(22) das MaB 0. Fiir jeden Punkt z der Komplementirmenge gibt es einen 
Index, von dem ab alle |f,(x)| kleiner als « sind. Fiir ein solches x 
ist also 

lim sup. |f,(2)| <«. 


Indem man ftir ¢ der Reihe nach etwa a ie 


ae’ seta, gelangt man 


zum Beweis des Lemmas. 
*) Auf Grund dieses selben Lemmas habe ich friiher das sog. Riesz-Fischersche 
Theorem bewiesen. Math. Ann. 67 (1909), 8. 248f. 


Mathematischo Annalen. LXXVIL. 23 
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Wir betrachten hier die Funktionen 


nn 


f,(%) = - > (he): 


A=1 
Fiir diese haben wir 


1 " 1 


[ \f.(2) (da = Pa > J el,e—ha) da = : 


e 
0 h,k=1 0 


Die direkte Anwendung unseres Lemmas ist wegen der Divergenz der 
harmonischen Reihe >= unméglich. Wahlen wir aber aus den ganzen 
Zahlen » die Quadratzahlen aus, so kommt 


lim f(z) = 0 


auBer fiir soleche Werte x, die einer gewissen Menge & vom MaBe 0 an- 
gehéren. Ist » eine beliebige ganze Zahl, so bestimme man die ganze 
Zahl v mittels der Bedingung: 
vicn<(v+1)* 
Dann ist 
2 


nf,(a) — v? f.a(x)| < 2, f(x) — ~ f(z) S75 


also wird fiir alle nicht zu & gehérigen x auch 


lim f,(2) = 0. 


Gehért weder z noch 22 noch 3z,--- zu der (mit der Periode 1 sich 
wiederholenden) Menge Y, so ist 


lim f,(mz) = 0 


fiir jede ganze Zahl m+ 0. Fiir eine solche Zahl x geniigen die GréBen 
La, 2, kz, --- 
mod. 1 dem Gesetz der gleichmaBig dichten Verteilung. 
Setzen wir mit Bezug auf die ganzen Zahlen J, nur voraus, dab 
4S34549°:: 


ist, so kommt 
1 


Itz) [tae = “EPR + Be 
0 


n? ? 


wenn von den Zahlen /,,/,,---,1, die ersten h, untereinander gleich 


sind, dann die darauf folgenden A,, usw., und schlieBlich die letzten h,, 
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miteinander iibereinstimmen. Bezeichnet h™ die gréBte unter den Zahlen 
h,, hg, +> +, h,,, 80 ist 
WE AME +e +A SAM (Ay thy t--- +h) =~, 
also 

1 
> ‘ a” 
J \f(@) Pax <-— 
0 
Die friihere Annahme Ah” = 1 ersetze ich jetzt durch die viel allgemeinere, 


daB zwei positive Zahlen ¢ und ¢ existieren sollen, so daB 


h™ < c-n 
= (ig n)'** 


ist. Dann ist unsere obige SchluBweise immer noch anwendbar. Wir 
wahlen aus der Reihe der ganzen Zahlen n etwa diese aus: 


n,=[e’’], 6 (v = 1,2,3,---) 


& 
"a +e 
und haben 


1 
J i, #) Pdzs 13" 


Folglich ist, abgesehen von Werten x im Intervall 01, die einer Aus- 
nahmemenge & vom Mae 0 angehéren, 

lim f,, (7) = 0. 
Ist m eine beliebige ganze Zahl, so bestimmen wir y durch die Bedingung 


n, < n < M41 


und finden 
n, Moi" My 41 
fala) — ~ fy,(2) | <A gt 1. 
Da 
(v+1)'-°— yl-’< »-? (0<b<1) 
ist, gilt 


mn, v,=e n, 


2B tae’ «i, im {52 —1}—0. 


Mithin ist auBer in Y: 
lim f,(7) = 0. 


Im gegenwiartigen Fall gilt demnach wiederum das Gesetz der gleich- 
maBigen Verteilung fiir ,,fast alle“ z. 
Indem wir x durch = (m eine ganze positive Zahl) ersetzen, gehen 


wir zu dem Fall iiber, in welchem die /, gebrochene Zahlen mit einem 
gemeinsamen endlichen Generalnenner m sind. 


23° 
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Endlich sei 
4S4545°°° 
irgend eine ins Unendliche wachsende Folge reeller Zahlen; wir nehmen 
an, daB das Wachstum von 4 als Funktion des Index nicht all zu 
schwach ist, daB naimlich zwei positive Zahlen ¢ und ¢ von folgender Art 


existieren: wichst der Index von » ab um vee so hat 2 mindestens 
ug n 


um ¢ zugenommen. Die reelle Veriinderliche z beschrinken wir auf irgend 
ein endliches Intervall |z|< A. Wir wihlen eine willkiirliche ganze posi- 
tive Zahl m und ordnen jedem A, denjenigen Bruch |, mit dem Nenner m 


za, der sich von 4, um héchstens s< unterscheidet. Unter den » ersten 
Zahlen 1, laBt sich dann gewiB keine Gruppe von mehr als ite unter- 
n 


einander gleichen herausfinden (sobald m > =). Folglich ist fiir alle x 
bis auf eine Menge &, vom Mabe 0: 


> Si 
lim = » e(l,xz) = 0. 


a=@ Acl 


Da 


|e(a,) — e(a,)| S 2a 2,—2, 


n n | 
© Oy at) — 5% Dy elha)| Se 
h=1 


A=1 


ist, gilt 


also fiir alle nicht in YU, gelegenen Werte x: 


. 1 + Ax 

lim sup. = 2 e(4,2)| <>: 
Bilden wir die Menge &, zu welcher ein Punkt x im Intervall —A---+A 
dann und nur dann gehért, falls er in allen Mengen YU, (m—1,2,3,---), 
endlich viele ausgenommen, angetroffen wird, so hat UM das MaB 0, und 
fiir alle nicht zu WU gehérigen Werte x besteht die Limesgleichung 


. 1 . 
lim — = e(A,x) = 0. 


n= @ Azl 
Damit ist bewiesen: 
Satz 21. Es sei i,, 44, 4,5,--- irgend eine Folge reeller Zahlen; zu i 
als Funktion des Index méigen zwei positive Konstanten « und c derart 


° 2e . n 
existieren, dap jedesmal, wenn der Index von n ab um mehr als len) 
Vgn 
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wiichst, 4 wm wenigstens c zugenommen hat. Ist x dann eine reelle Zahl, 
die nicht einer gewissen Ausnahmemenge vom Mafe 0 angehért, so liegt die 
Rethe der GriBen 

4,2, Ay, Asx, oo 
mod. 1 iberall gleich dicht.*) 


§ 8. 
Anhang. Uber geschlossene Euklidische Riume. 


Unter einem geschlossenen Euklidischen Raum verstanden wir eine 
geschlossene p-dimensionale Mannigfaltigkeit**) von der Beschaffenheit, 
daB in der Umgebung jedes Punktes die Euklidische Geometrie gilt. 

Es sei im gewoéhniichen p-dimensionalen Raum, in welchem jedes 
System reeller Zahlen (z,,%,,---,%,) einen Punkt bedeutet, eine diskon- 
tinuierliche Gruppe [ Euklidischer Bewegungen gegeben; [ besitze einen 
endlichen Fundamentalbereich und enthalte keine reinen Drehungen. Fabt 
man jedes System hinsichtlich [ aquivalenter Punkte des gewéhnlichen 
Raumes als einen einzigen ,,Punkt“ einer neuen Mannigfaltigkeit 8, auf, 
so ist &, in unserm Sinne offenbar ein geschlossener Euklidischer Raum; 
ich bezeichne ihn als einen (als den zu der Gruppe [ gehérigen) Kristall. 
Wir wollen in diesem Anhang beweisen: 

Satz 22. Jeder geschlossene Euklidische Rawm ist ein Kristall. 

Nach einem allgemeinen von Bieberbach bewiesenen Satze***) enthilt 


*) Fir den Fall 1,,— a” (a eine ganze positive Zahl) wurde dies, in noch wesent- 
lich scharferer Form, von den Herren Hardy und Littlewood bewiesen, Act. Math. 37, 
8. 188ff. Die allgemeine Frage ist, unabhingig von mir, von Herrn Towler, einem 
Schiiler der Herren Hardy und Littlewood, in den Londoner Proceedings weiter ver- 
folgt worden. 

**) Betreffs der in diesem Anhang verwendeten Analysis-situs-Begriffe mu8 ich 
auf mein Buch ,,Die Idee der Riemannschen Fliche* (namentlich § 4 und § 9) ver- 
weisen. Ich benutze die Gelegenheit, um an dem Inhalt des § 4 dieses Buches zwei 
kleine Korrekturen vorzunehmen: 1) Bei der Definition des Begriffs der zweidimensio- 
nalen Mannigfaltigkeit ist (worauf ich durch freundliche Mitteilung des Herrn O. Veblen 
aufmerksam gemacht wurde) vergessen, die hernach immerfort benutzte Tatsache: 
,2u irgend zwei Umgebungen eines Punktes existiert stets eine Umgebung, welche 
in beiden enthalten ist“ ausdriicklich als Forderung auszusprechen. 2) Die Behaup- 
tungen auf 8.19 tiber das stetige Abbild einer abgeschlossenen Menge sind zu be- 
schriinken auf ,,ganz im Endlichen gelegene* Mengen; die Eigenschaft einer Menge &, 
ganz im Endlichen zu liegen, li8t sich kaum anders beschreiben als durch die Aus- 
sage, daB jede aus unendlichvielen Punkten bestehende Teilmenge von € eine Ver- 
dichtungsstelle besitzen soll. — Betreffs des Zusammenhanges des Problems der Nicht- 
euklidischen Raumformen mit der Riemannschen Funktionentheorie vgl. P. Koebe, 
Annali di Matematica Ser. III, 21 (Lagrange-Festband), S. 57 ff. 

***) Uber die Bewegungsgruppen der Euklidischen Riume, Math. Ann. 70 (1911), 
8. 383. Vgl. auch Frobenius, Ber. d. K. Preu®. Akad. d. Wissensch. 1911, 8. 663. 
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jede Bewegungsgruppe [ von der oben geforderten Art p unabhingige 
Translationen, aus denen sich alle in [ enthaltenen Translationen zusam- 
mensetzen lassen. Sorgt man durch affine Transformation der Koordi- 
naten (z,,2,---,2,) dafiir, daB dies die Translationen 
(1,0 ++ 40); (0, 1, -- -, 0); lege (0, 0,--., 1) 

sind, so werden Punkte z, die im ®t, zusammenfallen, auch in Str identisch: 
im %, wird [ zu einer aus endlich vielen linearen ganzzahligen unimodu- 
laren Transformationen bestehenden Gruppe*) [,, und man kann &; dadurch 
aus ft, erzeugen, daB man immer diejenigen endlich vielen Punkte, welche 
hinsichtlich [, aquivalent sind, an eine Stelle zusammenfallen laBt. Das 
ist die Behauptung, die wir in § 2 aufgestellt haben. 

Um aber zu erkennen, daB jeder geschlossene Euklidische Raum ® 
ein Kristall ist, verfahren wir so: Ist p irgend ein Punkt von ®, so ist 
fiir himreichend kleine r das Innere der Kugel um p vom Radius r (d. i. 
die Gesamtheit derjenigen Punkte, die mit p durch geradlinige Strecken 
verbunden werden kénnen, deren Linge <r ist,) eine Umgebung von p, 
die sich umkehrbar eindeutig und kongruent abbilden laBt auf das Innere 
einer Kugel im gewdhnlichen Euklidischen Raum vom Radius r. Fiir be- 
liebig groBe r jedoch kann das nicht der Fall sein, weil % ein geschlossener 
Raum ist. Es gibt demnach eine bestimmte positive Zabl r(p), welche 
diejenigen r(<r(p)), fiir welche eine solche Abbildung méglich ist, scheidet 
von denen, fiir die das nicht der Fall ist. r(p) ist als Funktion des 
Punktes p stetig. Sobald niimlich q in hinreichender Nahe des Punktes p 
liegt, ist offenbar |r(q)—r(p)| héchstens gleich der gegenseitigen Ent- 
fernung der beiden Punkte p, q. Mithin hat r(p) (als stetige positive 
Funktion auf einer geschlossenen Mannigfaltigkeit) ein positives Minimum r1,. 
Damit ist gezeigt: Im Innern einer Kugel vom Radius r, in 8 gilt immer 
die Euklidische Geometrie, wo auch der Mittelpunkt der Kugel gelegen 
sein mag. Insbesondere ergibt sich daraus, dab jede der beiden Hilften, 
in die eine gerade Linie in % durch einen ihrer Punkte zerfillt, eine 
unendliche Lange besitzt (was natiirlich nicht ausschlieBt, daB sie eine 
geschlossene, unendlich oft durchlaufene Kurve ist). Denn sind wir bei 
Durchlaufung der Geraden bis zu einem bestimmten Punkte gelangt, so 
geht die Gerade von dort aus in der betreffenden Richtung noch min- 
destens um ein Stiick von der Linge r, weiter. 

Wir wihlen jetzt einen festen Punkt p, in R und in ihm ein gerad- 
liniges rechtwinkliges Koordinatenkreuz. Ist y eine beliebige von p, aus- 
gehende, in p endigende Kurve in ®, so kénnen wir dieses Achsenkreuz 


*) Die Gruppe T der in f enthaltenen Translationen ist eine invariante Unter- 
gruppe von f. In der Symbolik der Gruppentheorie ist [, =f : T. 
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mit seinem Nullpunkt so auf y entlang schieben, daB sich die Achsen 
bestindig parallel bleiben. Die nach diesen Achsen genommenen Kompo- 
nenten der gesamten Translation, die dabei der Nullpunkt erfihrt, wihrend 
er von p, nach p gleitet, die ,,Translationskomponenten lings ;“, seien 
%,, X,°*+, 2,. (Sie brauchen keineswegs = 0 zu sein, wenn die Kurve 
zum Ausgangspunkte zuriickkehrt.) Ich sage: jede von p, ausgehende 
Kurve y definiert einen ,,Punkt“ p der neuen Mannigfaltigkeit R, der ,,tiber 
dem Endpunkt p von y liegt“; und zwar sollen zwei verschiedene Kurven 
y, y, die von p, ausgehen und in demselben Punkte p enden, nur dann 
den gleichen Punkt p iiber p definieren, wenn die Translationskompo- 
nenten lings y den gleichen Wert haben wie die lings y’. Ist ) ein durch y 
definierter, tiber p gelegener Punkt und K das Innere einer Kugel um p 
als Mittelpunkt, deren Radius < 7, ist, so hinge ich an y alle méglichen 
von p ausgehenden, in K verlaufenden Kurven y, an; die durch die simt- 
lichen so entstehenden Kurvenziige y + y, definierten Punkte sollen eine 
»Umgebung“ K von j bilden. Da laut dieser Festsetzung tiber jedem Punkte 
von K nur ein einziger Punkt von K liegt, so haben wir damit einen un- 
verzweigten Uberlagerungsraum § iiber ® konstruiert. Dieser Uberlage- 
rungsraum ist ,regulir“; d.h. von zwei Kurven in ®, die im Grund- 
raum $i die gleiche ,Spurkurve“ besitzen, kommt es niemals vor, daB die 
eine offen, die andere geschlossen ist. Sind daher p,, p,” zwei Punkte in 
R, die ,sich decken“, d. h. tiber demselben Punkte p, von ® liegen, 
so gibt es eine einzige umkehrbar eindeutige stetige Abbildung von ® 
in sich, bei der jeder Punkt von 8 in einen ihn deckenden tibergeht 
(,,Decktransformation“), p, aber insbesondere in j,’. Die Decktransforma- 
tionen bilden eine diskontinuierliche Gruppe [y. Die Liingenmessung iiber- 
trigt sich von R® auf R; die Decktransformationen sind kongruente Ab- 
bildungen von in sich. 

Jedem Punkte ) in R entsprechen eindeutig p Zahlen z,, x, -- +, Ty 
nimlich die Translationskomponenten lings derjenigen Kurve, welche ) 
definierte, und damit ein Punkt (7) = (#,, 2,,---,2,) im Euklidischen 
Raum R mit den rechtwinkligen Koordinaten z,. Die Abbildung p — (2) 
ist eindeutig, stetig, lingentreu. Wir wechseln die Auffassung, indem wir 
nunmehr tibereinkommen, jp als einen iiber dem Punkte (7) von R ge- 
legenen Punkt zu betrachten. Dadurch verwandelt sich R in einen wnver- 
zweigten Uberlagerungsraum iiber R. Derselbe ist unbegrenst. Uber dem 
Nullpunkt in R liegt namlich gewiB ein Punkt p, von ®. Wir ziehen 
vom Nullpunkte aus eine beliebige Halbgerade g in R und verfolgen auf 


R einen stetig verinderlichen Punkt p, der von p, ausgeht und dessen 
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Spurpankt in R diese Gerade durchliuft (WeierstraB’ Prinzip der ana- 
lytischen Fortsetzung); dadurch erhalten wir eine eindeutig bestimmte 
Kurve » auf R iiber g. Es ist unméglich, daB man auf R gegen einen 
,kritischen Punkt“, eine ,Grenze“ liuft; denn von jedem Punkte aus, zu 
dem man gelangt ist, kann man auf g noch mindestens um ein Stiick von 
der Lange r, weiter fortschreiten. Da mithin Rt relativ zu R unverzweigt 
und unbegrenzt ist wnd der gewihnliche Euklidische Raum einfachen Zu- 
sammenhang besitzt, muB i iiberall genau einblittrig tiber R sich hin- 
ziehen, d. h. R ist durch die Bezichung ) —> (x) umkehrbar eindeutig und 
kongruent auf den Euklidischen Rawm R abgebildet. Vermége dieser Ab- 
bildung erscheint die Gruppe [_ der Decktransformationen von ® (relativ 
zu ¥t) als eine diskontinuierliche Bewegungsgruppe [ in R, und ® selber 
ist umkehrbar eindeutig, stetig und langentreu auf den Kristall &, abge- 
bildet. Wenn ® geschlossen ist, muB dies auch von Sr gelten, d. h. die 
Gruppe [ mub einen endlichen Fundamentalbereich besitzen. Damit ist 
unser Beweis zu Ende gefiihrt. 


Ziirich, den 13. Juli 1914. 
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Zur Theorie der algebraischen Zahlkérper. 


Von 


Micnaet Baver in Budapest. 


1. Es seien K,, K, zwei algebraische Zahlkérper, welche durch je 
eine Wurzel der rationalen ganzzahligen irreduziblen Gleichungen 


f(z) =0, baw. f(x) =0 


gegeben sind; die zugehérigen Galoisschen Kérper sollen durch G,, G, 
bezeichnet werden. Die Menge der rationalen Primzahlen p, fiir welche 
die linke Seite der Kongruenz 


(1) f(x) =0 (mod p) 


in lineare Faktoren zerfallt, soll die Menge A, die Menge der rationalen 
Primzablen p, fir welche die Kongruenz (1) mindestens eine rationale 
ganze Wurzel besitzt, soll die Menge B genannt werden. Es ist bekannt, 
daB die Menge A — mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen — mit 
der Menge derjenigen rationalen Primzahlen p zusammenfillt, welche im 
Kérper K, der durch eine Wurzel der irreduktiblen Gleichung 


f(z) = 0 
bestimmt wird, als ein Produkt verschiedener Primideale ersten Grades 
darstellbar sind; wihrend die Menge B — mit einer endlichen Anzahl 


von Ausnahmen — mit der Menge der rationalen Primzahlen p identisch 
ist, welche in K mindestens einen Primidealfaktor ersten Grades besitzen. 

In friiheren Noten*) habe ich den folgenden Satz bewiesen. 

I. Der Kérper G, enthailt dann und nur dann den Kérper G,, wenn 
die Menge A, — mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen — eine Teil- 
menge von A, ist. Der Beweis stiitzt sich einerseits auf Untersuchungen 
von Kronecker und Frobenius, welche von der Klassenanzahlformel aus- 


*) Archiv der Math. und Physik Bd. 6, S. 212—222, Uber einen Satz von 
Kronecker usw. 


23°* 
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gehen*), andererseits auf die Dedekindsche**) Regel, nach welcher eine 
rationale Primzahl p in einem Kérper zerfillt, der Unterkérper eines 
Galoissche Bereiches ist. In den folgenden Untersuchungen werden wir 
mit denselben Hilfsmitteln den Satz beweisen. 

I*. Der Kérper K, enthilt dann und nur dann den Korper G,, wenn 
die Menge B, — mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen — eine Teil- 
menge von A, bildet. 

Der Beweis wird zeigen, dab man I. als eine Anwendung von I*. be- 
kommt. 


2. Es soll die rationale Primzahl p die Diskriminante des Galoisschen 
Kérpers G nicht teilen, infolgedessen ist 


p— ¥, 8 --- B., 


wo 8, verschiedene Primideale f*" Grades sind. Zu jedem Faktor $, ge- 
hért eine Untergruppe , der Gruppe @ des KGrpers, deren Elemente §, 
invariant lassen (Zerlegungsgruppe nach Hilbert). Die Gruppen §, sind 
zyklische Gruppen, welche zueinander in bezug auf © konjugiert sind. 
Umgekehrt gehiren zu jeder zyklischen Untergruppe f“* Ordnung § von & 
unendlich viele rationale Primzahlen p (deren ,,Dichtigkeit* nach Frobenius 
+ 0 ist), welche einen Primfaktor $ f/f" Grades besitzen, dessen Zerlegungs- 
gruppe die Gruppe § bildet. Wenn der Kérper K als Unterkérper von 
G zur Untergruppe & gehért, wenn ferner die Zerlegungsgruppe eines be- 
stimmten (jedoch beliebigen) Faktors $$ durch § bezeichnet wird, so 
bekommt man nach der Dedekindschen Regel die Zerfillung von p im 
Kérper K auf folgende Weise. 
Man bilde die symbolische Gruppenzerlegung: 


G-HRKL+HRK+--- 


wo R,, R,,--- die inkongruenten Repriisentanten (mod. §, &) sind. Ist 
nun die Ordnung des gréBten Teilers von 


, R&R 
gleich d,, dann ist im Kérper K 
(2) p= ITY, 


*) (ber die Irreduktibilitat von Gleichungen. Berliner Monatsberichte 1880, 
$.148. Uber Beziehungen zwischen den Primidealen usw. Berliner Sitzungsberichte 
1896, 8. 689 

**) Zur Theorie der Ideale. Gétt. Nachr. 1894, 8.272. Wir werden nur einen 
Teil der Regel anwenden, der sich auf solche Primzahlen bezieht, die in der Dis- 
kriminante nicht auftreten. Infolgedessen kommen hier die wichtigen Untersuchungen 
von Hilbert tiber Verzweigungskérper usw. nicht in Betracht 
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wo y, verschiedene Primideale sind, deren Ordnungen gleich 
f=4 


ausfallen. Aus dieser Regel ersicht man, dab im Kérper K — mit einer 
endlichen Anzahl von Ausnabmen — 1) die Menge A aus denjenigen rationalen 
Primzahlen p besteht, welche in G einen Primzahlfaktor besitzen, dessen 
Zerlegungsgruppe § ein Teiler der simtlichen Gruppen 

(3) GRG-* 

ist, wo G ein beliebiges Element von © bedeutet, 2) die Menge B wird 
aber aus denjenigen rationalen Primzahlen p bestehen, fiir welche die eben 
definierte Gruppe als Teiler von mindestens einer der Gruppen (3) auf- 
tritt. Es ist noch ferner ersichtlich, daB — ohne jede Ausnahme — eine 
Primzahl p dann und nur dann im Kérper K als ein Produkt verschie- 
dener Primideale darstellbar ist, wenn sie dieselbe EKigenschaft im zuge- 
hérigen Galoisschen Korper besitzt. Dies folgt daraus, daB einerseits der 
Galoissche Kérper zur Untergruppe gehért, welche den gréBten Teiler 
simtlicher Gruppen 


GRG-' 
bildet und infolgedessen eine invariante Untergruppe ist, andererseits ist 
die Diskriminante von G nur durch die Primfaktoren der Diskriminante 
von K teilbar. Aus dieser Bemerkung geht aber hervor, daB der Satz |. 
wirklich eine Anwendung von Satz I*. bildet. 

3. Nun sei G ein Galoisscher Kérper, welcher K,, K,, G,, G, ent- 
halt. Die Korper K,, K, sollen zu den Untergruppen &,, &, gehéren, G, 
gehért zur invarianten Untergruppe J, welche der gréBte gemeinsame 
Teiler von den Gruppen 

G&,G-! 
ist. Nach der Galoisschen Theorie suchen wir die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafiir, daB die Gruppe 8, eine Untergruppe von 
J sein soll. Da J eine invariante Untergruppe ist, so muB sie nicht nur 
R,, sondern simtliche Untergruppen 
(4) G&,G-' 
enthalten. Wenn daher § eine zyklische Untergruppe ist, welche in irgend- 
welcher der Gruppen (4) auftritt, so muB sie ein Teiler von J sein, was 
wir nach dem Punkte 2) in folgender Weise aussprechen kénnen, die 
Menge B, mu8 — mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen — eine 
Teilmenge von <A, bilden. 

Sei umgekehrt diese Bedingung erfiillt und es sei p eine Primzahl, 
welche einen Primidealfaktor $8 besitzt, dessen Zerlegungsgruppe § eine 
beliebig gegebene zyklische Untergruppe von §, ist. Die Primzahl p gehért 











356 M. Baver. Zur Theorie der algebraischen Zahlkérper. 


zur Menge B,, folglich zur Menge A,, und so muB die Gruppe § in der 
Tat ein Teiler von J sein, die Gruppe &, ist ein Teiler von J, q.e. d. 
4. Kine Anwendung des Vorigen bildet z. B. der folgende Satz: 
Es sei 
f(z) = oa" +---+¢,=—90 
(c, rat. ganz) 


eine Gleichung, die nicht notwendig irreduzibel ist. Es sei K der durch 
eine beliebige Wurzel der Gleichung bestimmte Kérper. Der Kérper K 
enthalt dann und nur dann die n" primitiven Einheitswurzeln, wenn die 
Menge der rationalen Primzahlen p, fiir welche die Kongruenz 


f(z) = 0 (mod p) 
mindestens eine rationale ganze Wurzel besitzt — mit einer endlichen An- 
zahl von Ausnahmen — die Gestalt nt + 1 aufweist. 

Fiir andere Anwendungen und Bemerkungen vergleiche die zitierten 
Noten; ich hebe nur hervor, dab der dort fiir zusammengesetzte Kérper 
bewiesene Satz ohne jede Ausnahme giiltig ist, weil eine Primzahl dann 
und nur dann Teiler von der Diskriminante des aus K,, K, gebildeten 
Kérpers ist, wenn sie entweder in der Diskriminante von K, oder von K, 
als Teiler auftritt.*) Der Satz ist der folgende. 

tm zusammengesetzten Kérper von K, und K, ist eine Primzahl dann 
und j.ur dann als ein Produkt von verschiedenen Primidealen ersten Grades 
darstellbar, wenn sie dieselbe Eigenschaft sowohl in bezug auf K,, wie 
in bezug auf K, besitzt. 


*) Diese bekannte Tatsache ergibt sich aus der allgemeinen Dedekindschen Reihe. 
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Uber zusammengesetzte Zahlkérper. 
Von 


Micnaret Bauer in Budapest. 


1. Es seien die Kérper G, bzw. G, in einem Bereiche [ relativ 
Galoissche Kérper vom Grade n, und n,. Der zusammengesetzte Kérper 
G = k(G,, G,) ist wieder ein relativ Galoisscher Kérper, sein Grad werde 
durch n bezeichnet. Es sei ferner p eine PrimgréBe in [, es sollen in den 
betrachteten Kérpern die folgenden Zerlegungen statthaben: in G, 

P= (ids -- > Pe, 
wo p,; verschiedene Primideale vom Grade /, sind, in G, 
p= (Dips -- > Pe)” 
wo ,” verschiedene Primideale vom Grade f, bedeuten und endlich in G 
p= (BR BY, 
wo §, verschiedene Primideale vom Grade f bezeichnen. Wir werden die 
folgenden Siitze beweisen. 
I. Es bestehen die Relationen 


g =0 (mod. g,) (¢= 1,2), 
9:9, = 9 (mod. g), 
woraus 
I: Is 
om f 
4 (915 9s) 


folgt. In dieser Formel bedeutet (g,,9,) den gréBten gem. pos. Teiler von 
91> Ge» die Zahlen 


t, Of 


sind positive ganze rationale Zahlen. 
I*. Es bestehen die Relationen 


f= O (mod. f;) (a ee 1,2), 


fi fy 21% = 0 (mod. f). 
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In dem speziellen Falle 
(19s) = (fir ft) =1, 


I=9:9%, f=hh- 
Dies tritt immer ein, wenn n, relativ prim gegen n, ist, in diesem Falle 
ist noch 


folgen aus |, [*. 


n=, Ny. 


Hieraus und aus den Relationen 


n=efg, n= efi9; (¢= 1,2), 
folgt noch: 
€ = €; by. 
I. Aus 
1 =9=1 
folgen 


" Te 
g~l, [Gh 


III. Ist die Trigheitsgruppe von §; eine zyklische Gruppe (was nach 
Hilbert*) der allgemeine Fall ist), dann wird 


7 a 

9 (91> 92) 
Der Satz I. ist durch Weber bewiesen worden**), der Satz III. kann — 
wenigstens im Falle, daB [ der Bereich der rationalen Zahlen ist — aus 


den allgemeinen Untersuchungen, welche H. Hensel***) iiber die Diskri- 
minanten zusammengesetzter Gattungen in einer Reihe von Abhandlungen 
gegeben hat, gefolgert werden. Die iibrigen Sitze — so einfach sie sind — 
scheinen nicht bekannt zu sein. 

2. Vorerst machen wir eine allgemeine Bemerkung. Es sei © eine 
beliebige endliche Gruppe von der Ordnung g, © sei eine Untergruppe 
von der Ordnung g; es seien ferner J,, J, zwei invariante Untergruppen 
von ©, deren gréBter gemeinsamer Teiler die Einheit ist. Wenn Y, baw. 
U, Untergruppen von J, baw. J, sind, deren Ordnungen gleich a, bzw. «, 
ausfallen, wenn auBerdem noch Y,, A, beide in der Untergruppe © ent- 
halten sind, dann besteht die Relation 


(1) q =0 (mod. «@, a). 


*) Hilbert, Grundziige einer Theorie des Galoisschen Zahlkirpers. Gétt. Nachr. 
1894, S. 224—236. Da die Tragheitsgruppe eine invariante Untergruppe der Kérper- 
gruppe bildet, ist sie vom Index i unabhingig. 

**) H. Weber, Zur Theorie der zyklischen Zahlkérper. Math. Ann. 67, § 5 der 
Arbeit. 

***) Im speziellen Falle n =n, », ist der Satz schon aus der ersten der genannten 
Abhandlungen ersichtlich. Hensel, Uber Gattungen, welche durch Komposition aus 
zwei anderen Gattungen entstehen. Journ. f. r. u. a. Math. Bd. 105, S. 329— 344. 
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Im Falle (a,,a,)= 1, ist die Behauptung trivial, im allgemeinen Falle 
bilde man die symb. Gruppenzerlegung: 


D = 4,9, % + 4, Q; A + cial 


wo Q, die (mod. Y,, %,) inkongruenten Reprisentanten der Elemente von 
©) bezeichnen. Nach den Voraussetzungen sind die Gruppen 


Y, QQ 
wo Q ein beliebiges Element von © bedeutet, teilerfremd; infolgedessen 
ist nach bekannten Siitzen die Anzahl der durch einen Komplex UY, QA, 
erzeugten Elemente gleich a, «,, woraus (1) folgt. 

3. Nun sei & die Gruppe des Kérpers G; die Kérper G, baw. G, 
sollen zu den Untergruppen ©, bzw. G, gehdren. Nach bekannten Siitzen 
sind &,, G, teilerfremde invariante Untergruppen. Zu einem bestimmten 
— aber beliebigen — Primideal $, sollen die Zerlegungsgruppe § und 
die Trigheitsgruppe ) gehéren, deren Ordnungen bekanntlich fg bzw. g 
sind. Die Dedekindsche*) Regel, welche die Zerfallung einer PrimgréBe 
in einem beliebigen Unterkérper eines relativ Galoisschen Bereiches angibt, 
liefert in unserem speziellen Falle die Relationen: 


(2) 9-94, f= (i=1,2), 


wo die Zahlen a, bzw. h; die Ordnungen der gréBten gemeinsamen Teiler 
der Gruppen 


(G,, H) baw. (G,, ) 


bedeuten. Da &,, G, teilerfremde invariante Untergruppen sind, folgen 
aus der unter 2. gemachten Bemerkung die Relationen 
(3) g =0 (mod.a,a,), fg =0 (mod. h,hy). 
4. Aus (2) und (3) kénnen L, I*. leicht gefolgert werden. Es ist 
namlich 
g =0 (mod. g,) (i= 1,2) 
ferner wird 


9 
9:92 = 9 a@, a, 


infolgedessen ist 
9; 9, =9 (mod. g). 
Aus der Bedeutung von h, ergeben sich “ als positive ganze rationale 
Zahlen, folglich ist 
f =0 (mod. f;) (¢=1, 2). 


*) Dedekind, Zur Theorie der Ideale. Gdtt. Nachr. 1894, 8. 272—277. 
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Man bekomn: noch 
ff _f'aa fo _¢Hnt fg 1 
see h, hy 91 Ge hy hy (91s Ge) hy he g, 9,’ 
ri 
G92) lg 
fh 2 = 7%, 
infolgedessen ist 


f, fy %2%) = 0 (mod. f). 


5. Aus dem Bisherigen folgt, daB g dann und nur dann gleich Eins 
ausfallt, wenn 


(4) A= =1 
ist. Sei jetzt (4) erfillt, dann wird 
f : 
4* _— - 
(4*) hj, (i= 1,2). 


Bekanntlich ist in diesem Falle die Gruppe § eine zyklische Gruppe. 
Hieraus und aus der Tatsache, daB die griéBten gemeinsamen Teiler der 
Gruppen 


(G,, $) (¢— 1,2), 
teilerfremd sind, folgt 
(4**) (hy, hg) = 1. 
Nun ist 
fit 
rep" 


wo T eine positive ganze rationale Zahl ist, woraus sich 
I; a f yp 
} = 3. 7 } = : . 7 
IGA? * GA 


ergeben. Aus diesen Relationen folgen nach (4**) 


ms £6 
T=1, f Gf) 


womit II. bewiesen ist. Bildet die Gruppe eine zyklische Untergruppe 
der Kérpergruppe, so schlieBt man ebenso 


in a 
9 (Ds » 9x) 
6. Sind die Zablen /, g, n bekannt, so ergibt sich auch e = 7: Uber 


die Zahl n ist folgendes bekannt. Wenn der gréBte yemeinsame Teiler G 
von G,, G, ein Kérper v*" Grades in bezug auf [ ist, so hat man 


a Me, 
v 


Ein einfacher Beweis kann aus der Betrachtung der teilerfremden in 
varianten Untergruppen ©,, ©, gegeben werden. Der Komplex 


~ 
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erzeugt eine Gruppe, ihre Ordnung ist nach bekannten Sitzen 


nn n*® 


nm, nN, nN, Ny 


Andererseits gehért der Kérper G zur Gruppe G, G,, infolgedessen ist 


2 

n n n, 7 
1 

— n= 3, 


? 
v n, Ns v 


Wir kénnen noch beweisen, daB 


(5) ve =0 (mod. ¢, e) 
ist. Aus 
ee, 
Fgh; 
bekommt man 
e n ° 
= *) (¢ = 1, 2 ly 
e; n; h; 
woraus 
ee n® n efg 
Cf mmhh, vhh, vhh, 


folgen. Aus diesen Relationen ergibt sich nach (3) die Formel (5). 


. n _ ; 

*) Aus der Bedeutung von h; ergeben sich ih als positive ganze rationale Zahlen. 
n 
't 
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Uber eindeutige Umkehrbarkeit Abelscher Integrale. 
Von 


Bernuarp von Lupwie in Berlin. 


Unter Zugrundelegung eines algebraischen Gebildes vom Geschlecht p 
fir y als Funktion von 2 betrachten wir den allgemeinen Ansatz: 


(2x Yx) 


(I) 0, => | R,(a, y) dx (14=1,2,---9), 
w= (c,, dy) 


worin die in beliebiger Anzahl r vorhandenen R,(z, y) rationale Funktionen 
von x und y bedeuten sollen, wihrend von den 2r Stellen (c,,d,) (x=1,2,---r); 
(x,, y,) (x=1,2,---r) der Riemannschen Fliche die ersten r beliebig, aber 
fest gegeben, die tibrigen dagegen unbegrenzt veriinderlich sind. Die 
Integrationswege werden nur der Beschrinkung unterworfen, daB sie bei 
je + zwischen denselben Grenzen genommenen Integralen iibereinstimmen 
miissen. 

Zweck dieser Arbeit ist, einige Beitriige zur Aufstellung der not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen zu liefern, unter denen der 
Ansatz (I) eindeutig umkehrbar wird, derart, daB zu jedem System der »,, 
wofern diese GréBen wirklich unabhiingig voneinander gewihlt sind, ein 
und nur ein System von Stellen (x, y) = (&,,,) (x—1,2,---r) gehért, 
mit denen die Stellen (z,,y,) in irgend einer Reihenfolge iibereinstimmen 
miissen, um die Relationen (I) bei geeigneter Verfiigung iiber die Inte- 
grationswege zu erfiillen. 


Insoweit es sich um die Ermittelung hinreichender Bedingungen 
handelt, werde ich mich jener, von Clebsch und Gordan angewandten 
Methode bedienen, durch welche die Zuriickfiihrung allgemeinerer Umkehr- 
probleme auf das Jacobische mit Hilfe des Abelschen Theorems erstrebt 
wird. 
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§ 1. 


Von vornherein ist klar, daB die R,(x,y) linear unabhiingig von- 
einander sein miissen, da sonst, wie leicht ersichtlich, durch (1) auch eine 
Beziehung zwischen den GréBen v, statuiert wiirde. 

Umgekehrt ist leicht zu beweisen, daB bei linearer Unabhingigkeit 
der R, (x,y) die Funktionaldeterminante met = |R,(x,,y,)| nicht identisch 

| Beg (2,4 = 1,2, r) 
(%,4 = 1,2, ) 
verschwinden kann, und daher die v, in der Tat als unabhiingige Variable 
betrachtet werden diirfen. Wire niimlich identisch | 2,(x, y) = 0, so miiBte 


(x,4 = 1,2, r) 


nach Wahl beliebig vieler Stellen (x, y) = (a,, ,) (i=1, 2,---m) das Gleichungs- 


9 &° 
system k, R,(a,, b,.) = 0 (¢=1,2,--- m) einen Ran <r—1 besitzen 
y s“sN ee ges 
t= 


und daher hinsichtlich der k, (A=1,2,--- 1) stets in der Weise lésbar sein, dab 
nicht alle k, verschwinden; es lieben sich also algebraische Funktionen 


>’ k,R,(a, y) bilden, die beliebig viele Nullstellen haben, und die folglich 


A=1 
im Widerspruch zur vorausgesetzten linearen Unabhingigkeit der R,(a, y) 
identisch verschwinden miiBten, da im entgegengesetzten Falle die Anzahl 


der Nullstellen von > ky, Bi(%, y) durch die Anzahl der Unendlichkeits- 


4=z1 
stellen der R, unter Beriicksichtigung der zugehérigen Ordnungszahlen 
von vornherein fest begrenzt ist. 


Wir denken uns nun nach dem Vorgang von Dedekind und Weber 
die R,(z, y) symbolisch als Quotienten von ,,Polygonen“ in der Form 
R, = i dargestellt, worin ©, als das ,,Obereck“ von 2, das System aller 
Nullstellen von F,, und U, als das ,,Untereck“ von R, das System aller 
Unendlichkeitsstellen von R, in der Weise bilden, daB die betreffenden 
Stellen genau so oft in ©, resp. U, enthalten sind, wie die Ordnungszahl 
des Null- oder Unendlichwerdens von R, an diesen Stellen angibt. Be- 
kanntlich miissen bei dieser Art der Zahlung ©, und U, gleich viele 
Stellen enthalten, oder, wie man sagt, den gleichen Grad besitzen. Die 
Gleichung fiir R, laBt sich dann durch ein beliebiges Polygon $ in der 


r). 9 
Form R, = UL ® erweitern, wenn man diese Beziehung durch die Fest- 
setzung definiert, daB die Ordnungszah! der Entwicklung von fF, an einer 
beliebigen Stelle (x, y) tibereinstimmen mu8 mit der Differenz m — n, falls 
(z, y) in dem als Komplex von ©, und $ gebildeten Polygon 0,9 genau 
mmal und in dem analog gebildeten Polygon U,% genau » mal enthalten ist. 
24" 
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Offenbar liBt sich durch solche Erweiterung die Gleichung fiir R, auch auf 
M,U, U 


die Form R, = ~9, 3 * bringen, wo Ul, als Untereck von x das System der 


unendlich fernen Punkte der Riemannschen Fliche bedeutet, wiihrend das 
»Verzweigungspolygon* §. alle Verzweigungspunkte und zwar jeden so 
oft enthilt, als die Ordnung der betreffenden Verzweigung angibt. Indem 
man jeden Bestandteil eines Polygons als Teiler desselben auffaBt, kann 
man auch die Begriffe des gréBten gemeinsamen Divisors und kleinsten 
gemeinsamen Vielfachen auf beliebige Polygone anwenden. Bestimmt man 
demgem&8 ein Polygon % als kleinstes gemeinsames Vielfaches der Poly- 
gone Mt, (A=1,2,---r), die wir nattirlich als relativ prim zu den zuge- 
hérigen Yt, voraussetzen, so geht die letzte Gleichung fiir R,, wenn 
B= BN, ist und BM, = A, gesetzt wird iiber in 
4, UU, 
(1) R, = 83, 
Beliebig gegebene rationale Funktionen R,(z,y) (A=1,2, --r) ,,gehéren“ 
also im Sinne der Gleichungen (1) zu einem ganz bestimmten Polygon 8, 
und diese Zugehérigkeit ist, wie aus der Integration hervorgeht, auch 
dadurch charakterisiert, daB die in (1) auftretenden Integrale 
(7x»¥x) 

J R,(a, y) dz, 

(xs 4x) 
wenn $ die Stellen (a,, 8,) (g=1,2,---l) je m, mal enthialt, was durch 
die symbolische Gleichung 


(2) B= (@,, B, - (a, By yr... (@,, B,)"" 
ausgedriickt werden mége, nur an den Stellen (x,, y,) = (@ 


(A=1,2,---r). 


»» B,) unendlich 
werden kénnen und zwar héchstens (m,—1)*" Ordnung, resp., falls n, =1 
ist, rein logarithmisch, und daB andererseits auch mindestens eins unter 
den genannten Integralen existiert, welches an der Stelle («,, 8,) wirklich 
das eben angegebene Verhalten zeigt, denn aus der Herleitung folgt un- 
mittelbar, dab die r + 1 Polygone U,, U,,--- U., B keinen gemeinsamen 
Teiler haben, daB also mindestens ein YW, existiert, in welchem die Stelle 
(«,, B,) nicht enthalten ist. 

Ihren eigentlichen Wert dokumentieren die Gleichungen (1) indessen 
erst dann, wenn man den Begriff der Polygone § fiir birationale Trans- 
formationen, durch welche die Riemannsche Fliche bekanntlich in eine 
andere solche Fliche von gleichem Geschlecht tibergeht, in der Weise 
erweitert, daB man die durch eine derartige Transformation eineindeutig 
aufeinander bezogenen Punkte der verschiedenen Fliichen fiir die Zusammen- 
setzung von § als identisch betrachtet, also unter % auch das Aggregat 
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der ebenso oft gezihlten transformierten Punkte versteht. Liegt nun 
irgend eine birationale Transformation vor, welche die Riemannsche (z, y)- 
Fliche auf eine Riemannsche (¢, s)-Fliche bezieht, und durch die also das 
System (1) in ein analoges System 


r (79 #) 


(II) v, => [3,(, s) dz (A= 1,2,---r) 


*x=1 (Yy5 dy) 


iibergeht, so lehrt die Theorie der Abelschen Integrale, daB, entsprechend 
den Gleichungen (1), fiir die neuen Integranden S, = R, ri die Gleichungen 
| Un, 
(3) S,= 83. (A=1, 2,---r) 
bestehen, daB also die fiir die Integranden charakteristischen Polygone B 
und &, bei birationalen Transformationen véllig ungeindert bleiben. Solche 
Transformationen lassen sich aber, wie gleichfalls aus der Theorie der 
Abelschen Integrale bekannt ist, stets derart bestimmen, daB die Stellen 
eines beliebig gewihlten Polygons 8 in der neuen Riemannschen Fliache 
weder im Unendlichen liegen noch Verzweigungsstellen sind, und daB 
iiberdies im Unendlichen selbst keine Verzweigung mehr stattfindet. Da 
nun das System (I) offenbar dann und nur dann eindeutig umkehrbar ist, 
wenn dies mit dem System (II) der Fall ist, da also birationale Trans- 
formationen fiir unser Problem ganz unwesentlich sind, so kénnen wir — 
und dies soll in dieser Arbeit durchweg geschehen — ohne Beschriinkung 
der Allgemeinheit von vornherein voraussetzen, daB in den Gleichungen 
(1) 8 sowohl zu 8, als auch zu Ul, und ferner §, zu Ul, relativ prim sind. 
Ebenso unwesentlich wie birationale Transformationen erweisen sich 
fiir uns auch lineare Substitutionen, denen die Integranden unterworfen 
werden, wofern nur die Substitutionsdeterminante von Null verschieden ist. 
Setzt man namlich 


(4) 91(2, y) => 'C;,R,(2, y) (A=1,2,---r) 
i=1 


unter der Voraussetzung, daB die aus den Konstanten C,, gebildete Deter- 


minante C,, +0 ist und bildet fiir die q, als neuen Integranden den 
(A, i=1,2, r) 


zu (1) analogen Ausatz 


r (7% > Vx) 
(It) “—- > { p,(x, y) dx (A= 1,2,--#) 
x=1 4 


Cnr Ay) 











366 B. v. Lepwre. 


so hingen, wie sofort zu sehen, (I) und (JI) durch die umkehrbaren 
linearen Relationen 


©) “a 4 Cash (4=1,2,---r) 
i=1 


zusammen, d. h. die v; sind den R,(z, y) kogredient, so daB auch die ein- 
deutige Umkehrbarkeit der Ansiatze (I) und (III) sich wechselseitig be- 
dingt. Hierbei gehéren, wie sich aus (4) durch Integration ergibt, die 
Integranden g, gleichfalls zum Polygon 8, und die den Gleichungen (1) 
analog gebildeten Gleichungen fiir diese Integranden haben daher die Form 


UW uu, 
(6) ie B83 (A=1,2,---r), 


worin auch fiir die Polygone Y,’ gilt, daB U,’, U,’,--- U,’, B keinen ge- 
meinsamen Teiler besitzen. 
Fiir den Grad b des Polygons $8 ergibt sich aus (2) der Wert 


b -> N» 


e=1 

und elementare Beziehungen aus der Theorie der algebraischen Funktionen 
lehren, daB vermége (1) und (6) fiir die Gradzahlen a,, a,’ von resp. U, 
und YW,’ die Gleichungen 

(7) a, =a, =—b + 2(p—1) (A=1,2,---r) 
gelten. Da ferner nach dem Riemann-Rochschen Satze genau b + p — 1 
linear unabhiingige Integranden existieren, welche zum Polyyon 8 ge- 


héren*), so erhalten wir als eine erste einschrinkende Bedingung fiir die 
im Ansatz (I) auftretende Anzahl r die Relation r< b+ p—1. 


§ 2. 

Der Fall r =p hat nun durch meine frihere Abhandlung ,,Uber die 
Nothwendigkeit der Beschrinkung des Jacobischen Umkehrproblems auf 
Abelsche Integrale erster Gattung“ (Inauguraldissertation, Halle 1900) seine 
volistiindige Erledigung in dem Sinne gefunden, daB der Ansatz (I) fiir 
r=p dann und nur dann eindeutig umkehrbar ist, wenn fiir die Funk- 
tionen R,(x, y) irgend p linear unabhingige Integranden 1. Gattung ge- 
wihlt werden. In einem betrichtlichen Teil der dort angestellten Uber- 


*) Von dem bekannten Ausnahmefall 6—0 kinnen wir absehen, da derselbe 


durch die Bemerkungen und Ergebnisse des folgenden Paragraphen seine vollstiindige 
Erledigung findet. 
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legungen habe ich dabei von der speziellen Bedeutung der Zahl p gar 
keinen Gebrauch gemacht, so daf mehrere Einzelresultate ohne weiteres 
auf ein beliebiges r iibertragen werden kénnen. - Es gelten demgema8 ganz 
allgemein z. B. die folgenden notwendigen Bedingungen fiir die ein- 
deutige Umkehrbarkeit des Ansatzes (I): 

An jeder Verzweigungsstelle muB wenigstens eine der Funktionen 
R,(x, y) (A=1,2,--  r) mindestens mit der Ordnungszahl der betreffenden 
Verzweigung unendlich groB werden (a. a. 0. S. 28). 

Fiir jede unendlich ferne Stelle (2 = oo) der Riemannschen Fliche 
muB es unter den Funktionen R,(z,y) mindestens eine geben, welche an 
dieser Stelle, falls sie dort tiberhaupt verschwindet, héchstens 2. Ordnung 
Null wird (a. a.'0. 8. 36). 

An jeder im Endlichen gelegenen Stelle muB, auch wenn dort keine 
Verzweigung stattfindet, mindestens eine der Funktionen R,(z, y) von Null 
verschieden sein. (Im Falle r= 1 darf also der Integrand im Endlichen 
tiberhaupt keine Nullstellen besitzen) (a. a. O. S. 28). 

Diese drei Siitze und die weitere, vermége (1) und (2) aus unseren 
friiheren Bemerkungen (U,, U,--- U,., B haben keinen gemeinsamen 
Teiler, und es kénnen 8 zu U,, B zu 8, und U, zu B, als relativ prim 
vorausgesetzt werden) folgende Tatsache, wonach an jeder in 8 enthaltenen 
Stelle («,, 8,) mindestens eine der Funktionen R,(x, y) die Maximalord- 
nungszahl m, des Unendlichwerdens an dieser Stelle wirklich besitzt, lassen 
sich, wie leicht ersichtlich dahin zusammenfassen, daB es wegen der ge- 
forderten eindeutigen Umkehrbarkeit von (1) méglich sein muB, die Kon- 
stanten C,, fiir die lineare Substitution (4) so zu bestimmen, daf in jeder 
der fiir die Funktionen g,(x, y) (A=1,2,---1r) geltenden Gleichungen (6) 
je zwei der vier Polygone U,’, B, U,, B, relativ prim zueinander sind, und 
daB iiberdies Y,’, U,’,--- U,’ keinen gemeinsamen Teiler besitzen. 

Hiermit ist offenbar eine bedeutende Vereinfachung gewonnen, denn, 
wenn man wolite, kénnte man sich ja, wie aus dem im vorigen Para- 
graphen Gesagten hervorgeht, die ,(z,y) von vornherein an Stelle der 
R,(a, y) als Integranden des Ansatzes (1) fiir die weiteren Untersuchungen 
eingefiihrt denken. 

Unser letztes Resultat lehrt unmittelbar, daB die WU,’ vermége (6) das 
Aggregat der im Endlichen gelegenen Nullstellen der g,(z,y) bilden. Da 
nun durch die Wahl der C,, noch das Weitere erreicht werden kann, daB 
die simtlichen t, im Endlichen gelegenen Nullstellen (a, b) (¢=1, 2, --- z,) 
von ,(z,y) lauter Nullstellen 1. Ordnung sind (a. a. O. 8. 43), so stimmt 
t, offenbar mit dem Grad a,’ von ,’ iiberein, so daB die Gleichungen (7) 
hier iibergehen in 


(8) t, =b+2(p—1) (A =1,2,---r). 
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Genau so wie in der zitierten Abhandlung (a. a. O. 8. 92 und 93) folgt 
auch fiir ein ganz beliebiges r, dab die Annahme rt, > 2(r—1) mit der 
eindeutigen Umkehrbarkeit von (1) unvereinbar ist (fiir r= 1 deckt sich 
diese Behauptung schon mit unserer obigen Feststellung, wonach in diesem 
Falle der Integrand im Endlichen tiberhaupt nicht verschwinden darf), 


wodurch wir vermége (8) die Relation r > : +p erhalten. Als eine not- 


wendige Bedingung fiir die eindeutige Umkehrbarkeit von (1) ergibt sich 
also weiterhin, dab 


(9) b+p—l>r> +p 


sein muB, eine Beziehung, die fiir den Fallr=—1, p>1 sofort das 
interessante Korollar liefert, daB dann 6 = 0 und p=1 sein muB, d. h:: 
wenn man nur ein Integral allein in Betracht zieht, so sind von allen 
Abelschen Integralen die elliptischen Integrale 1. Gattung die einzigen ein- 
deutig umkehrbaren 

Aus (8) und (9) folgt r, >r— 1+ p; fiir alle Fille p>1 muB also 
t,=>r sein. Betrachtet man demgemiS z. B. die ersten r Nullstellen 
(a, b®) (x =1,2,---r) von ,(z, y), so ergibt sich aus 


> 4 
9, (a, b®) -> C,,R,(a®, b®) = () (x= 1,2,---r) 
i=1 


daB die Determinante | R,(a”, b)| verschwinden muB, und man iiber- 


(i,z =1,2, r) 


sieht unmittelbar, daB die Matrix 
R, (a, 6), R,(aP, b@), --- R,(a®, B®) 
R, (a, 6), R, (af, b), --- R,(a®, b) 


R,(ap), 0), R, (ay, BY), --- R,(a2, b®) 


héchstens den Rang r—1 haben kann. Ich habe nun friher (a a. O. 
S. 43, 46ff.; die Zahl p kann auch hierbei durch ein beliebiges r ersetzt 
werden) gezeigt, daB man die C,, ohne die Erfiillung der tibrigen Be- 
dingungen preiszugeben auch so wiahlen kann, daB die aus den ersten 
r—1 Zeilen und r — 1 Kolonnen der Matrix gebildete Determinante von 
Null verschieden ist. Gesetzt nun, diese Wahl sei so getroffen, so lehrt 
eine einfache Stetigkeitsbetrachtung (indem man z. B. die C,, als Funk- 
tionen einer Variablen ¢ betrachtet, welche fiir ein bestimmtes ¢ = f, die 
gewahlten Werte annehmen, und fiir die Wahl anderer ¢+Werte ein ge- 
niigend kleines Gebiet um (4, abgrenzt usw.), daB man durch eine geringe 
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Variation der C,, auch bewirken kann, daB unter Erfiillung aller tibrigen 
Bedingungen siimtliche Determinanten (r—1)*" Grades, die aus obiger 
Matrix gebildet werden kénnen, von Null verschieden sind. 

Man kann daher fiir jeden Wert 9 = 1, 2,---1,—(r—1) stets r—1 
GréBen ke (¢=1,2,---r—1) eindeutig durch die r nicht homogenen 
linearen Gleichungen 


r—l1 
(10) DH RB, (a, 0) = — B, (a, 0, ) (w= 1,2,---r) 
é=1 


definieren, denn hierin hat sowohl das Koeffizientensystem der linken 
Seiten als auch das durch Hinzunahme der rechten Seiten sich ergebende 
volistiindige Koeffizientensystem den Rang r — 1, der also mit der Anzahl 
der Unbekannten iibereinstimmt. Setzt man dann, wenn (a, b) irgend eine 
Stelle der Riemannschen Fliche bedeutet, zur Abkiirzung 


(422%) 


dz _ yp; (4, b), 


(z,y) = (a,b 


so ergibt sich in genau derselben Weise, wie ich es fiir analoge Bedingungen 
in meiner friiheren Abhandlung (a. a. O. 5S. 82—88) gezeigt habe, dab der 
Ansatz (I) nur dann eindeutig umkehrbar sein kann, wenn die Relationen 
r—1 
(a) (a) , a) (a) p_ 
(11) ALS (a.”, b. ) =| 


i=1 


pa ‘(a® p? —_ 
YP, r-1+9? ame F ian 


0O,o+6 
(o,6 = 1, 2,---4, —(r—1)) 
erfillt sind. 

Die Forderungen, welche an die gewiihlten C,,; gestellt werden miissen, 
laufen simtlich darauf hinaus, dab gewisse Relationen seitens der C,, 
nicht erfillt werden. Da wir nun die Wahl in der verlangten Weise 
treffen konnten, so laBt sich offenbar um jedes der gewahlten C,,; ein 
kleines Gebiet abgrenzen, derart, daB die Werte der C,, diesen Gebieten 
nunmehr ganz willkiirlich entnommen werden diirfen. 

Es haben sich also bisher die folgenden notwendigen Bedingungen fiir 
die eindeutige Umkehrbarkeit des Ansatzes (1) ergeben: 

1. Es mup in allen Fiillen r>p sein, und ewar ist erforderlich, 

dag, je nachdem b =0, oder b > 2 ist, in beeug auf r die Glei- 


chung r=p, oder die Relation b+p—1la=re= - +p besteht 


(der Fall b= 1 kommt ja iiberhaupt nicht in Betracht, da es 
logarithmisch unendlich werdende Integrale mit nur einer Un- 
endlichkeitsstelle bekanntlich nicht gibt); 
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2. fiir unabhiingig voneinander gewdhite Konstante C,, (i,4=1,2,---r) 
miissen die durch (4) definierten Funktionen o,(x, y) den sym- 
bolischen Gleichungen (6) geniigen, worin je zwei der vier Polygone 
U,’, B, U,, B, relativ prim zueinander sind, wihrend U,', U,', --- A,’ 
keinen gemeinsamen Teiler besitzen; 

3. fiir unabhiingige Werte C,, haben die (x,y) im Endlichen genau 
t, = b+ 2(p—1) einfache Nullstellen (a,b) (i=1,2, --- 2,), 


zwischen denen die Relationen (11) bestehen miissen, wenn die 
— a (ge 1,2, ---t,—(r— 
Gripen ki (; thhingnd 


definiert werden. 


) durch die Gleichungen (10) 


§ 3. 
In den speziellen Fiillen, wo r seinen Minimalwert : +p hat, und 


wo demnach t, = 2(r — 1) ist, lassen sich die Relationen (11) in der friiher 

von mir dargelegten Weise (a. a. 0. 8. 89, 90, 91) auf die einfache Form 
2(r—1) R (a, o{”) R (a, of?) 

19 The | ‘ oh ee | é — 

a 5 


r(d) pA 
93 (a ’ b; ’) 


(u,v = 1,2,---r) 


i=1 


bringen. Da nun hierbei, wie wir sahen, die C,, in 


p, (a, bf) -»> C,, Ri (a, ) 


unabhiingig voneinander sind, so wiirde sich jede der Gleichungen (12) 
unmittelbar in mehrere, die C,, nicht mehr enthaltende Kelationen zer- 
legen lassen, wenn die Stellen (a), b) nicht selbst wieder Funktionen 
der C,, waren. Es mu daher erst eine Elimination dieser Stellen bewirkt 
werden, was in iiberraschend einfacher Weise mit Hilfe des Residuen- 
satzes gelingt. Wendet man nimlich diesen Satz auf die Funktion 


R, (x, y) R, (x, y) 


F - 
(% 9) Pi (, Y) 


an, so folgt, da wegen (1) und (6) die symbolische Gleichung 


R,R, %,%u,u 


v2 z 


P “a Wy B38, 


besteht, und deshalb F(x, y) Residuen nur an den Stellen von $ und Y,’ 
besitzen kann, daB in leicht verstindlicher Bezeichnungsweise ; 
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> Resid F(a, y) +>, Resid F(a, y) = 0 
(a) (B) 


. . a ° 7 ° . 
sein muB. Nun ist, wie sofort zu sehen, > Resid F(z, y) mit der linken 
(My) 
Seite der betreffenden Gleichung (12) identisch, woraus sich wegen dieser 
Gleichung das Resultat 
7 ., BR, (ay) B(x, y) 
> Resid e 
OB) Pi a, ¥) 
ergibt. An den Stellen (a, B,) von B gelten aber wegen (2) Entwick- 
lungen von der Form 


R,(z,y) = (r7—a, r"S atle—a ¥ (i=1,2,---r 


Q,\2,y)= ea) "2 >( » Ci,49 (s—4,)'. 


=0 t=1 


Hierin sind die Koeffizienten c wohlbestimmte Konstanten, und wir 


? 


‘ 7 (0) . ° 1 . 
wissen, daB > C,.c*’ +0 sein muB. Deshalb ist auch in der 
? Ps sas we * P,\s 

i=1 : 


Umgebung von (@,, B,) in der Form 


1 ie (e) 
— == (7 — > (2 — a,)* 
P(x, y) (x «,) Ay 0 e) 
x=0 


darstellbar, und eine einfache Rechnung lehrt, daB hierin fiir die Koef- 


> + (« . . 
fizienten A,’ die Beziehungen 





1 
(e) 
as . ' 
(oe) 
~ Sou 
i=1 
x (—1)” a. 3 
o) ~ ‘ihe »] 0 a (o 
(13 Ay - > ’ o+1 Z ( Sc, d)( Sc.) - 
< . (0) | » At 8%, At it, 
i ( Se..48 (#35 %a9°* * %g) i=1 , i=1 
i=1 
r 
.7 . , 
( So, (gan 8, Rees) 
_ Aiv“ixg 
é 


bestehen, vorausgesetzt, daB wir in > die Summation auf alle diejenigen 
(415%, %q) 


Werte x,, %,,---*, =1,2,---+ erstrecken, welche die Gleichung 


HM t%mt:::+%= 
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erfiillen. Es besitzt dann, wie leicht zu sehen, F(z, y) an der Stelle (a 
das Residuum 


8.) 


@? B e/ 
Ne—1 t 


bo > {¢) ,(@) (e) 
Cra °ne—2 a, 1-29 


t™=0 x=0 


und vermége (2) geht daher die Gleichung > Resid F(z, y) = 0 iiber in 


(B) 
t m1 t 


> > > c® 4@ = 
“un C,. T-x a 0. 


e=1 t= 0 x=0 


Diese fiir u,v = 1,2,---9r zu spezialisierenden Gleichungen nehmen aber 
in Verbindung mit ( 13), wenn man mit den Nennern heraufmultipliziert, 
die Form G,,,(C,,, Cig, --- €,,) =0 an, worin G,, eine ganze rationale 


Funktion der angegebenen Argumente bedeutet. Da nun diese Argumente 
unabhangig voneinander sind, so muB von jedem aus ihnen gebildeten 
Terme, welcher in der letzten Gleichung vorkommt, der Koeffizient ver- 
schwinden, so dab G,,—0 im der Tat in eine Reihe von Relationen zer- 
fallt, welche die C, nicht mehr enthalten. Die Aufstellung dieser Relationen, 


Ae 


deren jede eine notwendige td fiir die eindeutige Umkehrbarkeit des 
Ansatzes (1) im Falle r—l+p bildet, soll wegen Weitliufigkeit der 


Rechnung hier nicht durchgefiihrt werden. Eine Schwierigkeit prinzipieller 
Natur kann bei dieser Durchfiihrung nicht mehr auftreten, und erleichtert 
wird sie jedenfalls, wenn man die selbstverstiindlichen Beziehungen 


i i 


) -y ) 
> cf? =Q und y @ =0 
uM, ae—1 Fa ¥,2,—1 


—~ 
o=l o=1 
g . 


hinzunimmt, die sich aus D4 Resid R(x, y) = 0 fir i= u,v ergeben. 


(8) 
§ 4. 
Ich will jetzt zeigen, dab die sogenannte Hauptdeterminante 
R,, R,, +R 
D(R,, Py, ---R) =F Ry, ‘2 


Ry-», Re», --» R-»| 


der r Funktionen R, = R,(z, y) (A=1,2,---1r), welche in der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen eine so groBe Kolle spielt, auch fiir unser 
Problem von Bedeutung ist, und zwar insofern, als ihre Nullstellen weitere 
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notwendige Bedingungen der eindeutigen Umkehrbarkeit von (I) fir ganz 
beliebige r liefern. Es sei namlich (7, y) = (a,b) eine Nullstelle dieser 
Hauptdeterminante, welche ja nicht identisch verschwinden kann, da die 
R, (x,y), wie wir sahen, linear unabhingig sein miissen, so geht (1) bei 
Entwicklung der rechts stehenden Integrale in der Umgebung von 

(x,, Y,) _ (a, b) (x= 1,2,---r), 
wenn wir der Einfachheit halber voraussetzen, daB (a,b) in keinem der 
drei Polygone 3,, U,, 8 enthalten ist, nach dem Taylorschen Satze, wie 
leicht ersichtlich, aiber in 


r 


(IV) v, — C, -> 1 RE (a,b) yao (A=1,2,---r), 
i=1 , x=1 
worin die C,, nachdem iiber die Integrationskurven bis in die Umgebung 
der Stelle (a, b) in irgend einer Weise verfiigt ist, wohlbestimmte GréBen 
bedeuten, die sich durch Zusammenfassung der Integrationskonstanten 
ergeben. Die Form von (IV) driingt offenbar dazu, die r Potenzsummen 
8; -> (x,—a)* (t=1,2,---r) an Stelle von z, (x =—1,2,---r) als Variable 
*x=1 


einzufiihren, da sich bekanntlich alle tibrigen in (IV) auftretenden Potenz- 


’ 
summen > (@,--4) (¢=r+1,r+2,---) als ganze rationale Funktionen 
x=1 

von s, (¢=1,2,---r) darstellen lassen, so daB die rechten Seiten von (IV) 
auch hinsichtlich dieser neuen Variablen eindeutig und nach dem Taylor- 
schen Satze entwickelbar sein miissen. Auf diesen Satz brauchen wir aber 
hier, um z. B. das Aggregat der Terme 2“* Dimension in §,, 8, - - - s, 
zu bestimmen, nicht ausdriicklich zu rekurrieren, denn, da, wie sofort ge- 
zeigt werden soll, solche Terme nur in einer endlichen Anzahl von 
Gliedern in (IV), namlich nur in den r Gliedern 


<i 

a in (a, b) | > (t.—- a) | (t=—r+1,r+2,---2r) 
x=1 + 

auftreten kénnen, wenn man sich alle Potenzsummen durch §,, s,, - -- 5, 

ausgedriickt denkt, so ist es offenbar angiingig, das fragliche Aggregat 

durch Einsammlung der betreffenden Terme in diesen Gliedern direkt aus 


(1V) zu bilden. Dazu niimlich, daB ein Term von der Form A”, 8 8,, worin 


A*’ den entsprechenden numerischen Koeffizienten bedeutet, in 


> @—a) (t=r+1,r+2,---) 


x=1 
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auftreten kann, ist notwendig, daB sich aus 1, 2,---r zwei Zahlen u, v 
wihlen lassen, fiir welche »+»=i ist, da ja s, und s, hinsichtlich 
der z,—a die Dimension mu resp. v besitzen. Mithin muB, damit diese 
Wahl getroffen werden kann, tatsichlich i< 2r sein, und man iiber- 
zeugt sich leicht, daB fiir jedes i= r+ 1, r+ 2,---2r genau die 





li 
2r—i+1 Wertepaare u—6, v=i—o (o=r,r—1,---i-—r) die ‘ 
gestellte Bedingung erfiillen. Hierbei ist jedoch zu bedenken, daB die 
Produkte s,s, und s,s, nicht voneinander verschieden sind, und daB man ( 
daher, wenn a den aus der Algebra als bekannt anzusehenden Zahlen- 

- _'< — b 
koeffizienten des Gliedes mit s,s, in > @,—4) bedeutet, die Koef- 7 
x= 
fizienten A® durch die Relationen ¢ 
- (al, = 249, = 24%, wt, | 

(14) , 
|a”, = _ - ( 
zu definieren hat 
Unter dieser Voraussetzung folgt dann unmittelbar aus dem Vorstehen é 
den, daB ( 


ar r 
> et COL ae 


i=r+1 o0=t-r 


das gesuchte Aggregat der Terme 2" Dimension hinsichtlich s,, s,, --- s, 
bildet, und daB daher (1V) durch die angewandte Substitution tibergeht in 


r 


y . 1 (¢ — 1) . x = 1 (é—1) (i) ; 
(V) %.—-C=— D> Fe (a,b)s, +> Oi R'-” (a,b) A?,_,8,8,_, + P, 


g=1 t=r+l1 o=i-—r 


(A=1,2,---r), 


worin die P, Potenzreihen sind, welche, mit den Gliedern 3* Dimension 
beginnend, nach ganzen positiven Potenzen von s,, 8, --- 8, fortschreiten. 
Wir hatten nun angenommen, es sei 


[D(R,, R,, ne fin R,) key =(@,") = V 


und setzen weiter voraus, dab die Hauptdeterminante D(R,, R,, --- R,_,) 


der ersten ry — 1 Funktionen an der Stelle (z, y) =(a,b) von Null ver- 
schieden ist. Es gilt also auch fiir die Determinanten 


=i R* "(a,b) und Fi RY” (a, b) 


(4,@ =1,2,---r) (4,¢ =1,2,---r—1) 


daB die erste verschwindet, die zweite dagegen nicht Null ist. 
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Folglich sind die r linearen Funktionen 


>. R°-” (a, b)s, (A= 1, 2,---r) 


g=1 


linear abhingig voneinander, und es muf insbesondere eine Beziehung 
von der Form 


r r—1 r 
- Wl 1 yle-1) ; 1 7(e-1) : 
(15) ad Rr’ (a, 6) 8, = > k, > 7 Rr (a, b) 8, 
e=1 t=z1 e=l 


bestehen, wobei sich fiir die Konstanten k,, indem man hierin rechts und 
links die Koeffizienten von s, (9 =1,2,---r—1) vergleicht, sofort die 


r—1 
Gleichungen > RE” (a,b) k= R®-” (a,b) (9 = 1,2, --- r—1), also die 
t=1 
Werte 
; ee ee 
1¢ k = 1 2 c-1 r *“t+1 25 wnt D squad 
(16) &k, [ D(R,, R,,--- B,-1) (c=1,2,---r ) 


(2,9) = (a,b) 
ergeben. Die Relation (15) gestattet es, die rechte Seite von (V) durch 
eine lineare Substitution auf eine Form zu bringen, in der die erste 
Potenz einer Variablen verschwunden ist. 

Setzen wir namlich gemai8 (15) 





: 
. 7 1 o-l © 
u-> - RY” (a, b) s (A=1,2,---r—1), 
= 7 . e! A y 
(17) ™ 
g=1 
u, = S,, 





worin die Substitutionsdeterminante offenbar den Wert 


1 y—1 

- RE~” (a,b) +0 
e: 

(4,g=1,2, r—1) 


hat, so ergibt sich eindeutig eine Umkehrung 


. 

(18) = > he: M, (9o=1,2,---r), 
A=1 

worin wegen der letzten Gleichung (17) d. h. wegen s, = u, insbesondere 

a,.= 1 ist, wihrend die Konstanten a,,,a,,,---@ 


r 


--1,r suf die es uns 

in (18) allein ankommt, am einfachsten auf folgende Art gefunden werden: 

Die ersten r—1 Gleichungen (17) lassen sich wegen s,—wu, in der Form 
r-1 


u, ->5 R°-” (a, b) 8, + * R’-" (a,b)u, (é=1,2,---r—1) 
e=1 
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schreiben, und hiervon geht die rechte Seite mit Hilfe von (18) tiber in 


r-l1 r—1 } r—1 


=) y1 o-1) 1 o- 1 1) 
> > a RS” (a, b)a,, |\u, +| > = Rr (a,b)a,,+-, t' (a,b) | u,. 
Pax 


o=1 - -g=1 


Subtrahiert man also von diesem Ausdruck u,, so muB die Differenz fiir 
jeden Wert i= 1,2,---r—1 verschwinden. Da aber die u,, u,, --- u, 
wegen (17) und (18) unabhiingig voneinander sind, so kénnen diese linearen 
Beziehungen zwischen ihnen nur bestehen, wenn die Koeffizienten einzeln 
Null sind. Wir setzen demgemaB die Koeffizienten von u, gleich Null 
und sehen nunmehr, daB die gesuchten GréBen a, eindeutig durch die 


Gleichungen 


r—tl1 
1 yo — 1) \ 1 (r —1 \ . rs 2 
(19) bE R, \4 b)a,,— r! Ri; (a, b) (t= 1,2,---r—1) 


e=1 
a,,=1 


definiert werden, denn die Auflésungsdeterminante ist, wie wir wissen, 
von Null verschieden. Aus (15) folgt 


r r—1 


1 o— 1) ps . 
ef RS (a, b)s, = ku. 


e=1 t=1 


Mithin erhalten wir, wenn wir jetzt die Substitution (17), (18) auf (V) 
wirklich anwenden und dabei von den Gliedern 2** Dimension speziell das 


Glied mit «? hervortreten lassen, ohne jede Schwierigkeit das Resultat 


(VT) 0, — C04 ty + Cygtty +--+ Cy 1U,_ 3 + Cy ple + G,(m, , ty, > U,) 
(A=1,2,...r), 


worin die Koeffizienten c,, definiert sind durch 


li= 
ae = | ? Q (Ae= »2,--r—1), 
lO, A+e 
(20) C., =k, (o=1,2,---r—1), 
~~ — Ri (a, a a (A=1,2,---r ’ 





i=r+1 o=i—r 


wihrend die Ausdriicke G,(u,,u,,---,) nach ganzen positiven Potenzen 


von t,,%,,---, fortschreitende Potenzreihen darstellen, deren Glieder 


wenigstens von der 2“" Dimension hinsichtlich dieser GréBen sind, wobei 
u, in den von t#,, U,,-+-u 


..; Unabhiingigen Gliedern mindestens in der 
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3 Potenz auftritt. Gesetzt nun, es hiitte die Determinante  |{c,,| 
(4,@ =1,2,---r) 
einen von Null verschiedenen Wert, so wiirde sich aus einem von mir 
friiher bewiesenen ganz allgemeinen Satze (a. a. O. 5S. 16,17) ergeben, daB 
zu unabhiangig voneinander gewihlten Werten v,,v,,--- v, zwei ver- 
schiedene Wertsysteme fiir u,, u,,--- «, und folglich wegen (17) und (18) 
auch zwei verschiedene Wertsysteme fiir s,, s,, --- 8, gehéren, welche die 
Gleichungen (V1) resp. (V) befriedigen. Da aber die s die ersten r Potenz- 
summen von %,—4d, %,—a,---2,—a sind, so gehéren zu zwei ver- 
schiedenen Systemen von §,, S,--- 58, zwei Systeme von 2,, %,---~ 2,, 
welche auch abgesehen von der Reihenfolge der Elemente wesentlich 
voneinander verschieden sind. Da diese nun die Gleichungen (IV) und 
folglich mit Hinzunahme entsprechender y-Werte gemaB der fiir y an der 
Stelle (a,b) geltenden Entwicklung auch den Ansatz (I) fiir unabhiingige 
v, befriedigen, so resultiert ein Widerspruch zu der geforderten eindeutigen 
Umkehrbarkeit. Die Annahme _|c,,| = 0 ist mithin ausgeschlossen, diese 
(4, 9 =1, 2, -- +r) 
Determinante mu also verschwinden, was, wenn man in ihr von der 
letzten Zeile alle vorhergehenden, nachdem man sie resp.mit k,, k,,---k 
multipliziert hat, abzieht, wegen (20) sofort die Gleichung 
r—1 27 


(21) Zz k, > > = _ ” (a, b) A® _a,,4, aan | 


t=1 fi=r+1 0=i-r 


r—1 


r 


ar 
WX) 1 (¢—1) . (i) 
-> P 4 7 R’~’ (a, 6) ee oe 


f=r+1 d=i-r 
als eine weitere notwendige Bedingung fiir die eindeutige Umkehrbarkeit des 
Ansatzes (1) ergibt. Hierin ledeutet also (a,b) eine Nullstelle der Haupt- 
determinante D(R,, R,,---R,), wihrend die Gripen kz, Al ;—o; Gor, G—o,r 
resp. durch (16), (14) und (19) definiert sind. 

Man sieht also, daB die Ermittelung notwendiger Bedingungen der 
eindeutigen Umkehrbarkeit einen Weg bilden kann, der zur Entdeckung 
wesentlich neuer Eigenschaften gewisser Integrale fiihrt, denn selbstver- 
stiindlich gilt jeder Satz, der sich hierbei als ein notwendiger herausstellt, 
ohne weiteres fiir alle Systeme von Integranden, von denen (wie z. B. von 
den Integranden 1. Gattung) schon bekannt ist, daB sie ein eindeutig lés- 
bares Umkehrproblem konstituieren. 


§ 5. 
Um nun endlich auch zu hinreichenden Bedingungen fiir die EKin- 
deutigkeit der Umkehrung von (I) zu gelangen, sollen hinsichtlich der 


Mathematische Annalen. LXXVII. 25 
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(Ze 5 Yu) 

dort auftretenden Integrale | R,(2, y) dx zuniichst gewisse einschrankende 
(Cx » 4x) 

Voraussetzungen gemacht werden. In dieser Beziehung legt die Tatsache, 
daB sich jedes beliebige Abelsche Integral linear durch Elementarintegrale 
und Integrale 1* Gattung darstellen liBt, den Gedanken nahe, die Unter- 
suchung mit solchen Integralen zu beginnen. Es sei also J,(x, y) (A=1,2,---p), 
ein vollstaindiges System von linear unabhingigen Integralen 1°* Gattung; 
es sei ferner 

Ex’ (x, y; @, B) (y= 0, 1,2,...) 


ein Elementarintegral 2" Gattung von der Ordnung v, an dessen Un- 
endlichkeitsstelle (a, 8) eine Entwicklung von der Form 
C 


Ei? = ‘oe*? + P(4—a) 


gilt, wo P eine gewdhnliche Potenzreihe bedeutet, und es sei 
Eqy (2, y; @, BM; a, B) 


ein Elementarintegral 3°* Gattung mit den Unendlichkeitsstellen (a, 6), 
(a, 6) und den dort bestehenden Entwicklungen 


{—¢ log (x—a) + P,(x—a™), 


E — 
mt | clog (c2—a™) + P,(x—ae) 


worin von P,, P, dasselbe gilt wie von P. DaB hierbei die Unendlichkeits- 
stellen als im Endlichen gelegen und als verschieden von den Verzweigungs- 
stellen vorausgesetzt werden, involviert nach § 1 keine Beeintrichtigung 
der Allgemeinheit, und ebensowenig wird diese dann beeintrichtigt, wenn 
fiir die Koeffizienten C und c, was nunmehr geschehen soll, die speziellen 
Werte C=v!, c=1 gewihlt werden, denn durch Multiplizieren der 
Gleichungen (1) mit entsprechenden numerischen Faktoren, was fiir die 
Frage nach der eindeutigen Umkehrbarkeit offenbar véllig belanglos ist, 
laBt sich dies stets verifizieren. Wir untersuchen demnach als Speziali- 
sierung von (I) den Ansatz 


r (25 Vx) 
=> faJ;(x,) (4=1,2,---p), 
x=1 (cy dy) 


(245 Yx) 


r 4 y . oo 1,2 a . 
(VII) w/t => faE@ (2, ¥3 &, B,) E ? , 


x=1 (Cy, dy) um 1,2,---m, 


r (2s Yx) 


on =D) fit 95 52, 62) (o1,2,-r—-(94 >’ m)} 
e=1 


H=1 (Cy say) 
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Dabei ist gemaB der fiir das Polygon 8 geltenden Gleichung (2) zu 
postulieren, daB die Unendlichkeitsstellen (a), BY), (a, B®) siimtlich 
dem System (a,, B,), (@,, By),--> (e, B,) angehéren, und daB fiir jedes 9 
unter den voneinander verschiedenen Zahlen Q,, @,, --- @,,, die Zahl m,—2 
als Maximalwert wirklich vorkommt. Damit die lineare Unabhingigkeit 
der in (VII) auftretenden Integranden gesichert ist, setzen wir ferner voraus, 
daB von allen Stellenpaaren (a), 6), (a), B®) (6=—1,2,---) die zweite 
Stelle in keinem der vorhergehenden Paare auftritt. Im Ubrigen kénnen 
innerhalb der durch diese Bedingungen statuierten Grenzen die Zahlen 
m,, @, als ganze positive Zahlen beliebig gewahlt werden. Dasselbe gilt 
von der Anzahl der Integralsummen @,, welche, wenn etwa in 8 jede 
Stelle mehrfach auftritt, z. B. auch ganz verschwinden darf. 

Wir-denken uns jetzt p Stellen (2, y) = (y,,4;) (¢=1,2,---p) will- 
kiirlich aber fest gewahlt und nach der Theorie des Jacobischen Umkehr- 
problems die Stellen (2, y) = (&,, 4;) (¢=1,2,---p) so bestimmt, daB 

p (5, %) 
(22) —4= > fad(a,») (4=1,2,---p) 
i=l (7 Po) 
ist, wodurch die Integrationswege bis zu einem gewissen Grade mitbe- 
stimmt sind. Hierauf berechnen wir fiir dieselben Wege die GréBen 


p (5 "; po 
— (0) s' ve.) (1) “, a? B®) 
0,” = Jars M(@Y5 B, ) und @, = [dE qy(x, Y3% ,Bo » Bo) 
t=1 (¥49 i=1 (y, 295) 


Ist nun Pigg (x=1,2,---,r) irgend ein Lisungssystem von (VII), s 
folgt, daB bei Festhaltung der hierdurch fixierten Integrationswege die 
Gleichungen 


(2x, Yx) 


(23) DY Jiren+>, fenins) <0 ot vr 
x#=1 (Cy, dx) i=l G; »9,) 
(7x9 Yx) p (é 4?) 
(4) bs faz 95 Ho» Be +>) faze (2, Y¥;& e? B,) _— w) ee) 4 ioe 
zx=1 (cy, cal (v, 3) 
r \2x 9 Vx) u= 1, 2, Aen Mm ’ 


7 /* ’ 
Or NX 1 ~~) pit), 2) pla) 
20) 7 J ad E,,,;\2, Y; fa, Bs 3 fay B; ) 
x=1 (cx , dy) . 
Pp (59%) 


P (1) (i), a” (2) “ 
+> fdEm (2, Y; %> » Po 3 &o, Bo )= Og + Wo 


i=1 (y,,0 ; 
~y 

(«- 1, 2,--r—(p+>'m,) } 

o=1 4 


a) 
25* 
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bestehen. Nach dem Satz von der Umkehrung des Abelschen Theorems 
ergibt sich aus (23) die Existenz einer rationalen Funktion R(x, y) von 
z und y, welche an den Stellen (z,,y,) (x—1,2,---r), (&,,) (@=1, 2,---p) 
erster Ordnung verschwindet, an den Stellen (c,, d,) (x—1, 2,--- r), 
(y,, 8) (i= 1,2,---p) erster Ordnung unendlich wird und sonst ttberall 
einen endlichen, von Null verschiedenen Wert besitzt. Wendet man nun 
das Abelsche Theorem unter Zugrundelegung dieser Funktion auf die 
linken Seiten von (24) und (25) an, so erhilt man das System von 


r — p Relationen 
wit?) 4 a) [a Re, ») (? = ey ) 
at R(a, y) 9 p= 1,2,--- m, ; 


I \ 
wig — Cae’, BO) 
eMart a == Ra, Bo) ( = 1,2, see r—(p +> m)) ; 
‘ g=l 


denn, da in (23) keine Periodizititsmoduln hinzutreten, kann dies auch 
in (24) und (25) bei Anwendung des Abelschen Theorems nicht der Fall 
sein, weil dieses Hinzutreten nur von den Integrationswegen abhingt, von 
den Integranden aber bekanntlich unabhingig ist. 

Wir sehen somit, daB nach Annahme willkiirlicher Werte fiir »,, 


wit), @, jedes Lisungssystem von (VII) mit den von (&,, ;) (¢=1,2,--- p) 


(26) 


verschiedenen Nullstellen einer algebraischen Funktion R(z, y) iiberein- 
stimmen muB, welche folgende drei Bedingungen erfiillt: 

1. Sie wird an den r+-p Stellen (c,,d,)(x=—1,2,--r), (y,,6;) (¢=1,2,—p) 

erster Ordnung unendlich und hat sonst iiberall einen endlichen Wert. 

2. Sie verschwindet an den p Stellen (&,, y;) (i =1,2,--+,p). 

3. Ihre Koeffizienten geniigen den r—yp Relationen (26). 

Jetzt sei umgekehrt R(z, y) eine algebraische Funktion, welche diese 
drei Bedingungen erfillt, so folgt leicht mit Hilfe des Abelschen — 
daB ihre von (&,, y,)(¢=1,2,---p) verschiedenen Nullstellen (,, y,) (x=1,2,---r) 
bei entsprechender Wahl der Integrationswege auch wirklich eine Saeiee 
der Gleichungen (VII) bilden, und man iibersieht sofort, daB diese Glei- 
chungen genau so viele Lieuge besitzen als, abgesehen von einem kon- 
stanten Faktor, voneinander verschiedene Funktionen R(z,y) gebildet 
werden kénnen, welche den angegebenen drei Bedingungen geniigen. 

Aus der Theorie der Abelschen Integrale ist nun bekannt, daB jede 
algebraische Funktion F(z, y), die die erste der drei Bedingungen erfiillt, 
notwendig von der Form 


27) R& W=-G24+G%+---+¢, 


r+p 


Z 


sein mub, wo Z,,Z,,---Z,,,, passend gewihlte Normalintegrale zweiter 


Y 
r+p + C,4p41 














a 
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Gattung sind, wiahrend die r+ p+ 1 Konstanten C,,C,,---C,,,,, am 
p homogene lineare Gleichungen gebunden sind, welche sich auf das not- 
wendige Verschwinden der Periodizitaétsmoduln beziehen, und welche wegen 
der Unabhingigkeit der urspriinglich gewahlten Stellen (y;, 6,) (i=1,2,---p) 
als linear unabhangig vorausgesetzt werden kénnen. Zu diesen p Glei- 
chungen treten wegen der zweiten Bedingung weitere p homogene lineare 
Gleichungen, die fiir unabhiingige Werte der v, und der hieraus resul- 
tierenden Stellen (&,, 7,) (¢=1,2,---p) ebenfalls voneinander und von den 
vorigen unabhingig sein miissen. Was endlich die Relationen (26) anbe- 
langt, denen die Koeffizienten C wegen der dritten Bedingung auberdem 
noch geniigen miissen, so sind dies fiir diese Koeffizienten r—p alge- 
braische Relationen, welche fiir unabhingige Werte der w‘*") und @, so- 
wohl von den friiheren Gleichungen als auch untereinander unabhingig sind, 
da in jeder derselben eine solche aus den GréBen w*), w, auftritt, welche 


in den tibrigen Gleichungen nicht enthalten ist. Wir haben also zur Be- 
stimmung der allein in Betracht kommenden r+ p Verhiltnisse der 
Koeffizienten C,, C,,---C,,,,, *+p algebraische Relationen, also genau 
so viele algebraische Bedingungen wie Unbekannte, und nach unseren 
obigen Darlegungen ergibt sich hieraus sofort, daf das System (VII) im 
allgemeinen endlich vieldeutig umkehrbar ist, aber mindestens in allen den- 


jenigen Fillen eine eindeutige Umkehrbarkeit besitzen wird, in denen 
i 


sich die > m, ersten Gleichungen (26) auf ein ihnen aquivalentes System 
e=1 

linearer Gleichungen reduzieren lassen, denn die iibrigen Gleichungen (26) 
sind, wie unmittelbar ersichtlich, von vornherein schon linear und homogen 
in den Konstanten C. Eine solche Reduzierbarkeit tritt nun sicher z. B. 
dann ein, wenn in (VII) fiir jedes @ die Beziehung m, = n, — 1 besteht, 
so daB, weil es auf die Reihenfolge der Gleichungen (VII) nicht ankommt, 
e,=u—1=0,1,2,---nm,—2 gesetzt werden kann, denn da ganz all- 
gemein, wie sich durch vollstindige Induktion leicht verifizieren laBt, 


d**R 
, aN i+1 (R @(R\ @(R gy . ; 
vale) R +6(F> a(R)» jet (R)o == (R)) (i= 1,2, ---) 


ist, wo G, eine ganze rationale Funktion der angegebenen Argumente be- 

deutet, so folgt aus der zuletzt gemachten Voraussetzung, daB die beliebig 
aus (26) herausgegriffene Gleichung 

) [ a pry | 

wi) + wp” = —| <— (5) | 


) 
@ “ 


R 
| dx _j@y=(e_,28) 
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mit Hinzunahme der iibrigen Gleichungen iibergeht in 
d+** R 
da ” 


‘ 0 —(0 1), =(1) 
R(«,,B,)| @,. (— (eo! +0), — (wo! +@, ie 
7 (2 y)=(4,»/,) - 
0, =—1) —1 ) 0,)7 
oo — (eo ap ) aa we) +a" |= 0, 


also wegen (27) in der Tat in eine lineare hemogene Gleichung fiir 
C,, C,--- wie wir behauptet hatten. 


DaB die auf diesem Wege gewonnenen r+ p homogenen linearen 
a! 4 os Y ’ Y 
Gleichungen fiir C,, C,,---C 


| 
_ 


linear unabhangig voneinander sind, 


r+pt+l 
oder, was dasselbe, den Rang r + p besitzen und daher in bezug auf die 
r+ p Verhiltnisse der GréBen C,, C,,--- C,,,,, in der Tat eindeutig 


gelést werden kénnen, soll nunmebr noch durch eine Determinantenunter- 
suchung ausfiihrlich bewiesen werden: 


Versteht man allgemein unter Z(z, y; a, b) das Normalintegral zweiter 
Gattung, welches an der Stelle (2, y) = (a,b) erster Ordnung unendlich . 
wird, so ist die Relation (27), wenn wir noch der bequemeren Schreib- i 


weise wegen (y,,0,) = (¢,,;,4,,,) ((=1,2,---p) setzen, gleichbedeutend mit 


r+p 


R(a, y) —>'¢,,2(2, 4; Cus d,) + Co4541- 


ual 


Bezeichnet man also die Integranden der p Normalintegrale 1. Gattung 
mit w,(z,y) (i =1,2,---p), so sind, damit das Verschwinden der Periodi- 
zititsmoduln fiir R(x, y) gesichert wird, nach bekannten Sitzen zuniichst 
die p Gleichungen 


r+p 
(a) > -¢, ¥,(C,; d,,) = 0 (i= 1, 2,-- *p) 


u=t 


seitens der C zu erfiillen; die nichsten p Gleichungen lauten 


(b) > C,,Z(&;, 1:3 Cy, 4,,.) + C, tp41 =O (¢=1,2,---p). 


i 
Es folgen jetzt die > (n,—1) Gleichungen, welche, urspriinglich nicht 
e=1 
linear, durch das angegebene Verfahren auf lineare Gleichungen reduziert 
werden konnten. Setzt man zur Abkiirzung 
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(x) (0 aft _(1) (On a 1) _(0.7- 1) 
Ww. = G,,(- (w' +. w.”),— (w!? + wo), fs (w, ‘ wo ) 


0 0 


ww Cu) rs @ Cu) 


0 ° 0 


so daB die Unabhiingigkeit der w” auch diejenige der we) nach sich 


zieht, so sind dies die Gleichungen 


r+p 
CY aw (Ou) <y (@u +1) 
(c) > ( a WW e Z(a,, By; Cur d,) + Z (a, B,; Cus d,)| 
ual 
. r(@n) e=1,2,---l * 
+ CLi5a3 = 0 See gee | 
. (e, +1), ‘ - 
wobei unter Z° («,, B,; ¢,,¢@,) der Wert 
get? 
C . 
a7 Z(2, 93 Sy» Gy) 
dx r,Y) = (cys Bp) 


. . . . . , 
zu verstehen ist. Endlich haben wir noch die r — p+> (n, —1) ) 


o=1 r 
letzten Gleichungen (26) hinzuzufiigen, welche, wenn e%+® = Q, gesetzt 
wird, so dab wegen der @, auch die 2, unabhingige GréBen sind, die Form 


T + P 
(a) >’, 


u=l 


(2) 


Q,Z(a, B.; Cus d,) — Z (a, B, ; Ci» d,)| + C4541 (Q,- 1)= 0 





l 
(« =1,3,---¢f (p+ Sm—n) 
\ = 1 
annehmen. Um nun zu zeigen, daB das aus (a), (b), (c), (d) bestehende 
System von ++ linearen homogenen Gleichungen wirklich den Rang 
ry +p besitzt, geniigt es zu beweisen, daB etwa die aus den Koeffizienten 
von C,, C,,--- C.,, gebildete Determinante (r +p)" Grades D fiir un- 


abhiingige Werte der wie , 2, von Null verschieden ist. Eben wegen 

der Unabhingigkeit dieser GréBen wird dies aber sicher der Fall sein, wenn 
. (Cn ‘ 

bei Entwicklung von D nach Potenzen der W, ) Q, z. B. das von diesen 

GréBen freie Glied A nicht verschwindet. Nun ist aber auch A eine 


*) Hierbei darf der Index w von g, nicht mit dem gleichlautenden Summations- 
buchstaben verwechselt werden. 
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Determinante (r +p)" Grades, die wir uns in leicht verstandlicher Be- 
zeichnungsweise durch 
¥i(C,, 4,) 
(¢=1,2,---,p), 


Z(é. "3 Cus d,.) 
(i= 1,2,---p), 


(Cu +1), 
A = Z (@,, B,; Cus d,) 
sae ti ) 
@. = 0,1,2,---%—2)’ 


Z(u, B; Cus d,) 


i ‘ 
(«- 1,2)---7— (P+ Som—2)] 


o=1 
(u=1,2,---r+p) 

veranschaulichen kénnen. Zu dem Nachweise, dab A stets als von 
Null verschieden angenommen werden kann verhilft uns aber die Be- 
merkung, daB die unteren Integrationsgrenzen (c,,d,) (x =1,2,---1r), ob- 
wohl wir sie in (I) (und in allen Spezialisierungen von (1)) als fest gegeben 
betrachtet haben, nachtriglich unter Vermeidung gewisser singulirer 
Stellen beliebig variiert werden kénnen, ohne daB an der durch den An- 
satz (I) gestellten Aufgabe hierdurch auch nur das Geringste geiandert 
wiirde, denn die Abianderung der (c,, d,) bewirkt nur, daB zu den Integral- 
summen gewisse Konstanten hinzutreten, welche, mit den unabhiingigen v, 
vereinigt, offenbar véllig belanglos sind. Dasselbe gilt um so mehr von 
den Stellen (y,, 0;) = (¢,,;,4,,,) (¢=1,2,---p), die wir ja von voruherein 
beliebig wahlen konnten. Wir kénnen also in A die einzelnen Elemente 
als Funktionen von resp. ¢,,¢,---¢,,, betrachten und haben nur noch 
zu zeigen, daB A fiir unabhingige Werte dieser Gréfen nicht verschwindet. 

Da man Normalintegrale 2. Gattung nach ihren Parametern (Unend- 
lichkeitsstellen) beliebig oft differentiieren kann (die Ableitungen ergeben 
bekanntlich Normalintegrale 2. Gattung von entsprechend héherer Ord- 
nung des Unendlichwerdens an den gleichen Unendlichkeitsstellen), so sind 
Z(E,, "45 C,» 4) und Z(a®’, p”; ¢,,4,,) a fortiori als stetige Funktionen von 
c, za betrachten; dasselbe gilt auch von 

- a st 
d,) — on Z(z, ¥; Cur d,) | ’ 
| az 


J (zy) =(,52,) 


wrt 
z° (ap, B,; 7 


“? 


wrt 
denn die Ableitungen ater Z(z, y; ¢,,d,,) sind rationale Funktionen von 
a 


az und y und daher linear durch Normalintegrale 2. Gattung darstellbar, 
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unter denen sicher ein solches vorkommt, das an der Stelle (c,, d,) von 
entsprechend héherer Ordnung unendlich wird. Die y,(c,, d,) endlich sind 
als algebraische Funktionen von c, natiirlich gleichfalls stetig in bezug auf 
dieses Argument. Es ist nun leicht einzusehen, daB die genannten r + p 
Funktionen als Funktionen von ¢, linear unabhingig voneinander sind. Es 
folgt dies einerseits aus der linearen Unabhingigkeit der p Normalinte- 
granden 1. Gattung y,(c,,d,) (¢=1,2,---p) und andererseits daraus, dab 
die iibrigen r Funktionen als Funktionen von ¢, teils in ihren Unend- 
lichkeitsstellen (c,, d,) = (&,, 4,), (a, 2’) voneinander abweichen (wegen 
Unabhingigkeit der v, in (VII) kénnen wir dafiir sorgen, daB die nach 
dem Jacobischen Umkehrproblem bestimmten Stellen (&;, 7) (i= 1, 2, --+ p) 
voneinander und von den (@?), 6°) verschieden sind), teils an der gleichen 
Stelle (c,, d,) =(@,, B,) verschieden hohe Ordnungen des Unendlich- 
werdens aufweisen. Jede wirkliche Linearverbindung dieser r Funktionen 
miiBte also mindestens eine Unendlichkeitsstelle (c,,d,) haben, da ein 
gegenseitiges Sichaufheben der einzelnen unendlich groBen Bestandteile 
nach dem eben Gesagten ausgeschlossen ist, und man iibersieht sofort, 
daB jeder aus allen r+p Funktionen gebildete lineare Ausdruck in 
der Tat nur dann fiir beliebige Werte von c, verschwinden kann, wenn 
alle Koeffizienten einzeln Null sind. Wir denken uns nun die r+p 
soeben als linear unabhingig nachgewiesenen Funktionen von ¢, in irgend 
einer Reihenfolge mit /,(¢,), f2(¢,),---f-+)(¢,) bezeichnet, so daB abge- 
sehen vom Vorzeichen A= /f,(c,)| ist. Es ergibt sich dann tatsichlich 
(vy, =1,9,---r+p) 
als unméglich, da6 A fiir unabhingige Werte der c,(u—1,2,---r+p) 
verschwindet, denn andernfalls wiirde bei Entwicklung nach der letzten 
Kolonne, wenn man ¢,,¢,,---¢,,,-; sich in willkiirlicher Weise fixiert 
denkt und hes als variabel betrachtet, die fiir Cee dann bestehende iden- 


r+p 


tische Gleichung » 3 4,f,(¢,4,) = 9, worin die A, die betreffenden Unter- 


determinanten sind. das identische Verschwinden der Determinanten 
(r+p—1)" Grades A, nach sich ziehen. Indem man nun die entsprechende 
Betrachtung mit den A, anstellt und in analoger Weise immer weiter 
fortschreitet, gelangt man zu identisch verschwindenden Unterdeterminan- 
ten von immer niedrigeren Graden und das SchluBergebnis ist, dab auch 
die f,(c,) selbst identisch verschwinden miiften, was der linearen Unab- 
hangigkeit dieser Funktionen widerspricht. 

Es lassen sich also sicher die c, (u=—1,2,---r+p) so wihlen, daB 
(fiir unabhingige v, (A= 1,2,---p)) A+0 ist, und hiermit ist nach Obigem 
der Beweis fiir die eindeutige Umkehrbarkeit des Ansatzes (VII) unter den 
angegebenen Bedingungen vollstindig erbracht: 
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Y 


Die p Werte (a=1,2,---r+p) und mithin bis auf einen 


C, +p+t 
konstanten Faktor auch die durch (27) definierte Funktion R(a, y) sind 
eindeutig bestimmt, wobei der Einwand, fiir einige der C, kénne sich 
hierbei der Wert 0 ergeben, so dab R(z,y) nicht, wie es sein muB, an 
stimtlichen Stellen (c,,d,) (x=1,2,---r), (y,,6,) (6=1,2,---p) unendlich 
groB wird, hinfillig ist, denn dann wiirde aus unseren obigen Ausfihrungen 


folgen, daB der Ansatz (VII) fiir unabhiingige Werte »,, wi, @, tiberhaupt 


keine Lésung besitzt, d. h. daB eine Beziehung zwischen diesen GréBen 
und somit nach unseren Darlegungen am Anfang des § 1 eine lineare 
Abhingigkeit unter den Integranden von (VII) bestehen mu. DaB aber 
diese Integranden tatsiichlich linear unabhiingig sind, ergibt sich genau 
so, wie fir die in A enthaltenen Funktionen /,(c,). 

Hinsichtlich der Umkehrung von Elementarintegralen haben wir also 
das bemerkenswerte Resultat abgeleitet, daB der Ansatz (VI1) mindestens in 
allen den Fiillen, wo fiir jedes 9 =1,2,---1 die Beziechung m,=n, —1 
besteht (wobei n, — 2 gemaB (2) die gripte der Zahlen 9,, 0s, see On. dar- 
stellt) eindeutig umkehrbar sein muf. 

DaB diese Umkehrung iiberdies einen wirklich analytischen Charakter 
besitzt, liBt sich am einfachsten auf Grund der fiir die rechten Seiten 
von (VII) méglichen Potenzentwickelungen mit Hilfe des Jacobischen Satzes 
iiber die Umkehrung eines Systems von Potenzreihen mehrerer Variabler 
beweisen. In bezug auf die Art der Durchfiihrung dieses Beweises kann 
auf die in den Abhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Géttingen von 1881 enthaltene Arbeit von L. Fuchs verwiesen werden. 


§ 6. 
Von dem soeben bewiesenen Satze lassen sich interessante Anwen- 
dungen machen: 


Betrachten wir z. B. den Fall »=0O, in welchem die Riemannsche 
Flache bekanntlich durch birationale Transformationen auf die gewéhn- 
liche komplexe Ebene reduziert werden kann, so bleiben alle unsere 
Schliisse in Kraft, denn auch in diesem Falle gilt das Abelsche Theorem, 
und, wenn auch von einer Umkehrung dieses Theorems im gewéhnlichen 
Sinne hier nicht die Rede sein kann, da ja fiir p= 0 iiberhaupt keine 
eigentlichen Integrale 1" Gattung existieren, so tritt doch hier an Stelle 
dieser Umkehrung die triviale Tatsache, daB es fiir .jedes beliebige r 
stets eine rationale Funktion R(#) von x gibt, deren Nullstellen z = z, 
(x= 1,2,--- 7), und deren Unendlichkeitsstellen 2 = c, (x = 1,2, --- 1) sind, 
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was auch immer die z, und ¢, fiir Werte haben mégen. D 
integrale 2" und 3°" Gattung sind hier einfach durch 


e Elementar- 


(Le eu! 
En er, Y; a, B,) —_ Const. te o,+1? 
¢ @ - a 
am 
( &o) 
Ex(2, 95 @, Bi); a2, B®) — Const. + log *— 22 
“yy (%, Y3 &,’, P’3 &,’, BS’) = Const. + log r— ot) 
° a 


zu definieren, so dab der Ansatz (VIL), von welchem die p ersten Glei- 
chungen hier natiirlich in Fortfall kommen, beim Ubergang zur Exponential- 
funktion in den letzten Gleichungen die Form 


(Cn) 


r r 

_ . S 1 y 1 o=1,2,.--1 

e, ! Tv ae ee 0,71 1.2 ) 
“ xml (¢,—«,)" one (2, —«,)"" = 9a" ™ 


oe tiog J] *~* 


Ai r y l 
gui 2 ~% — . 
= 6=1,2..--r— >'m 
x, — af mm v 


xa : g=1 


@ 


(VItt) 


é 





annimmt. Verstehen wir allgemein unter f,(z) die elementare symmetrische 
Funktion x" Dimension von beliebigen r GréBen z,, 2, --- z,, 80 lassen 
sich die in bezug auf 2,,2,,--- 2, symmetrischen rechten Seiten von 
(VIII) den Elementen der Algebra zufolge ohne Schwierigkeit rational 
durch f,(a) (x=1,2,---r) darstellen, und unser Umkehrproblem lauft 
hier darauf hinaus, nach Wahl willkiirlicher Werte fiir die linken Seiten 
von (VIII) diese r in f(x), fe(x), ---f,(%) rationalen Gleichungen auf- 
zulésen. Aus den Darlegungen des vorigen Paragraphen wissen wir aber, 
daB jedes die Gleichungen (VIII) befriedigende System z,, 2,,--- x, sich 
als System der Nullstellen einer rationalen Funktion 

(28) R(2) = ae ee ae 


. + . ' » ! r+i1? 
C, rZ—C, zx C,. 


die hier an Stelle der durch (27) definierten Funktion R(z, y) tritt, er- 
geben muB, wenn man die + Verhiiltnisse 


C, C, C, 
’ ’ ; ’ 
C, +1 C, +1 Cr 41 
aus den r Gleichungen 
Ww Gu) a Re) | (¢ =1,2,---l ) 
Ps = - = | , 
| axe B@) Jone, u=1,2,---m, 
(29) | I 
, R(«®) > 
ec! == («i o=1,2,---r— m, 
R(«) 


o=1 


bestimmt. Durch eine einfache Rechnung tiberzeugt man sich, da fiir jedes 
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gema8 (28) durch R(x)=O definierte System z = z,, 2,,--- x, die zuge- 
hérigen elementaren symmetrischen Funktionen als Gleichungskoeffizienten 
die Werte 

30) ie a, -_— Tt oe 
(30) f(a) = f.(¢) ai feos) (= 1, 2-4) 
haben miissen, worin f\” , (¢) die elementare symmetrische Funktion (x—1)** 
Dimension der r— 1 GrdBen ¢,, ¢,,---¢j_1,¢;41,°°* ¢, bedeutet, und wo 
f{’(c)=1 zu setzen ist. Aus unserem zuletzt bewiesenen Satze wissen wir, 
daB mindestens a den Fallen wo m,=n,—1 (9=1,2,---1) ist, wenn 
man unter n,—2 die gréBte der Zahle N 01) Qe) °° ° Qn, Versteht, die Re- 
lationen (29). sich notwendig auf lineare Gleichungen reduzieren, aus denen 


die ;, *  G=1,2 2,---r) eindeutig zu bestimmen sind. Dann lassen sich 


also nicht allein die rechten Seiten von (VIII) rational durch die elemen- 
taren symmetrischen Funktionen f(x), sondern auch umgekehrt die f,(2z) 
vermége (30) durch die rechten Seiten von (VIII) rational ausdriicken, 
d. h. die rechten Seiten von (VIII) bilden ein ,,Fundamentalsystem fiir sym- 
metrische Funktionen“. 

Wir kehren jetzt zu beliebigen Werten von p zuriick und bilden 
unter Festhaltung an der fiir das Polygon 8 geltenden Gleichung (2) als 
Spezialisierung des Ansatzes (VII) die Gleichungen 





v; ->. | a, * y) (A=1,2,---p), 
= (Cae » dy)" 
(o,.) y po o =—1,2,---l 
(IX) w, “2 J — (2, 3 ao, B,) ( a, eae se 
z= Ce yx) s es 
r (2x, Ux) 
a=) Jf aE nse; Y3 %, Bi; 415 Bo 4s) (o=1,2,---I—1). 
#=1 (cy, dy) 


i 
Mit Riicksicht darauf, dab das Polygon 8 den Grad b = > n, besitzt, 
e=1 
ergibt sich sofort, daB die Anzahl der Gleichungen (IX) gleich b+p—1 
ist, und daB folglich auch r=b+p—1 angenommen werden mu; d. h. r 
hat hier den gemiB (9) fiir diese GréBe geltenden Maximalwert. Offenbar 
geniigt der Ansatz (IX) derjenigen Bedingung, durch deren Erfiilltsein 
nach unserem am Ende des vorigen Paragraphen ausgesprochenen Theorem 
die eindeutige Umkehrbarkeit gewahrleistet wird. Der Ansatz (IX) ist also 
eindeutig umkehrbar, und da die b + p — 1 Integranden dieses Ansatzes, 
dem Riemann-Rochschen Satze gemiB, ein vollstindiges System von linear 
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unabhingigen Integranden bilden, die im Sinne der Gleichungen (1) zum 
Polygon 8 gehéren, derart, daB alle anderen Integranden dieser Kategorie 
linear und homogen mit konstanten Koeffizienten durch die erstgenannten 
darstellbar sind, so kénnen wir uns nunmehr von allen einschrainkenden 
Voraussetzungen hinsichtlich der Beschaffenheit der im Ausgangssystem (I) 
auftretenden Integrale 


(X55 Yx) 

{ Ra, y) de (A=1,2,--+r) 

(Cx » dy) 
véllig frei machen: Ist r=b+p—1, bilden also die R,(z, y), weil 
linear unabhingig, ein vollstiindiges System linear unabhiingiger Integran- 
den, die zum Polygon 8 gehéren, so kann man von ihnen zu den Inte- 
granden von (IX) durch eine lineare Substitution mit nicht verschwindender 
Substitutionsdeterminante iibergehen, und es muBb daher, da (IX) eindeutig 
umkehrbar ist, nach unseren am Schlusse des § 1 gemachten Bemerkungen 
notwendig auch ([) eindeutig umkehrbar sein. 

Wir sind also auf diesem Wege zu dem Ergebnis gelangt, daB der 
Ansatz (1) in allen Fiillen, wo r seinen Mazximalwert r=b + p—1 besitzt, 
eindeutig umkehrbar ist. 

Diese hinreichende Bedingung ist aber keineswegs eine notwendige, 
was abgesehen von unseren friiheren Ausfihrungen allein schon durch 
das sogenannte erweiterte Umkehrproblem von Clebsch und Gordan be- 


, ‘ , , , . , l ‘ 
wiesen wird, bei welchem r seinen niedrigsten Wert — + p besitzt, den 


es gema8 (9) iiberhaupt haben kann, damit die eindeutige Umkehrbarkeit 
nicht von vornherein ausgeschlossen ist. 

Zum SchluB sei noch bemerkt, daB sich die eindeutige Lésbarkeit 
dieses Clebsch-Gordanschen Umkehrproblems, wie leicht ersichtlich, gleich- 
falls als unmittelbare Folgerung aus unserem am Ende des § 5 ausge- 
sprochenen Satze iiber die Umkehrung von Elementarintegralen ergibt. 
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Einige Minimums-Sitze tiber trigonometrische und rationale 
Polynome. 


Von 
Orro BiumeNTHAL in Aachen, zur Zeit im Felde. 


Das Hauptresultat dieser Note bezieht sich auf trigonometrische Poly- 
nome mit lauter reellen Nullstellen, die eine gewisse Minimums-Eigenschaft 
besitzen, und ist in Abschnitt A. enthalten. In Abschnitt B. wird daraus 
ein notwendiges Kriterium fiir rationale Polynome mit lauter reellen Null- 
stellen abgeleitet, das mir neu zu sein scheint.*) Von dem Satze iiber 
trigonometrische Polynome laBt sich eine Anwendung auf die Lehre von den 
ganzen Funktionen machen, die ich weiterhin bearbeiten zu kénnen hoffe. 


A. 

Trigonometrische Polynome mit lauter reellen Nullstellen. 

Wir bezeichnen mit 7',(z) einen Ausdruck 
(1) 7, (2) = A,+ A, cosz+ B, sina +---+ A, cosnz+ B, sin nz 
mit reellen Koeffizienten, fiir den 
(2) A? + A,?+ B?+---+ A?+ BP=1. 
Die Veriinderliche z wird stets im folgenden reell angenommen. 

Es gelten die folgenden bekannten Hilfssiitze, die ich zur Vollstiindig- 
keit mit einfachen Beweisen versehe. 

Hilfssatz 1. Ein Polynom T, hat im Periodenintervall OS 2< 22 
hichstens 2n Nullstellen. 

Driicken wir niamlich die cos und sin durch Exponentialfunktionen 
mit imaginérem Argument aus, und setzen e* = E, so wird 
(3) T (2) = E~" P,,(£) 


wo P,, ein rationales Polynom héchstens (2m)*" Grades bedeutet. (Der 


*) Ich habe allerdings keine Gelegenheit gehabt, Literatur einzusehen. 
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Grad ist niedriger, wenn A, = B,=0 ist.) Es gibt daher héchstens 2n 
Werte E vom Betrage 1, fiir die P,, verschwindet, und jedem dieser 
Werte entspricht genau eine Nullstelle von 7',(z) im Periodenintervall. 
Hilfssatz 2. Es gibt ein und nur ein Polynom T,, mit vorgelegten 2n 
Nullstellen im Periodenintervall. 
Sind &,,---, & die verlangten Nullstellen, so ist, wie leicht zu sehen, 


n 


. isp dx ‘Ss, iz 
(4) (2) = of Jon? * = J] (e oot 28 -F) 
k=1 

ein Ausdruck der gewiinschten Eigenschaften, wenn noch die Konstante 
so bestimmt wird, daB Bedingung (2) erfiillt ist. Auf das in C noch 
willkiirliche Vorzeichen kommt es fiir das folgende nicht an. 

Ein zweites Polynom 7; der gleichen EKigenschaften aber kann nicht 
existieren; denn wird 
(3’) T, = E-*P,, (E) 
gesetzt, so miissen nach (3) P,, und P,, bis auf einen konstanten Faktor 
iibereinstimmen. Dieser Faktor ist aber = 1, wegen (2). 

Hilfssatz 3. Die Polynome mit reellen Nullstellen bilden eine stetige, 
abgeschlossene Menge. 

Da niimlich das Periodenintervall als geschlossene Menge aufzufassen 
ist, bildet die Gesamtheit aller Systeme von 2m verschiedenen oder gleichen 
Punkten 


wee 


E, ber > & 
des Intervalls eine abgeschlossene und stetige Menge. Jedem solchen System 
entspricht nach (4) ein einziges Polynom 7',, das das System zu Null- 
stellen hat. Das Entsprechen ist stetig. Daher bilden auch die Polynome, 
bzw. die Systeme ihrer Koeffizienten, als stetiges eindeutiges Bild einer ab- 
geschlossenen, stetigen Menge, eine Menge, die stetig und abgeschlossen ist.*) 

Aus den Hilfssaitzen 1. und 3. folgt eine Tatsache, die den Gegenstand 
unserer weiteren Betrachtungen bilden wird: 

Im Bereiche der Poiynome T, mit 2n reellen Nullstellen besitzt die 
Verbindung 

Cr = An + Bi 

ein von Null verschiedenes Minimum. 

Denn die Menge der Werte CZ ist in dem Bereich endlich, stetig und 
abgeschlossen, besitzt also ein Minimum. Der Wert Ci =0 gehért nicht 


*) Die Hilfssiitze gelten auch fiir Polynome mit komplexen Nullstellen. Die 
Beweise von 1. und 2. bestehen ungeiindert, in 3. bedarf der Punkt o einer leichten 


erginzenden Betrachtung. 











392 O. Bromewrsa. 


dem Bereiche an, denn A, = B, =0 liefert ein Polynom héchstens (n—1)*" 
Grades, das héchstens 2m — 2 Nullstellen im Periodenintervall hat. Daher 
ist das Minimum sicher von Null verschieden. 


7) 
Die Frage, die wir behandeln wollen, ist die nach dem genauen Werte 1) | 
dieses Minimums. Sie wird entschieden durch den Satz: 





Von allen Polynomen T,, hat 


(5) t.(x) = C(1+ cos x)" 
den kleinsten Wert C,. 


Der Beweis ist ganz elementar. 
Die trigonometrische Entwicklung von ¢,(7) wird am einfachsten so 
ausgefihrt: 


iz iz in 
ry 3 \ 
Sa, 2 

2 


~ A a[ EC) + (2%) cons + (,28,) oon 22 +--+ oon 


-\"n _. On tn = _ On e 
(1 + cos x)" = 2” cos ~=3 ( 


Wird 
(6) r= a _ 
a(n) +(Q2a) t+) +1 


gesetzt, so ergibt sich also: 


(5’) t(z)=T, ; . + ben :) cosx+---+ cos nz} 

Bemerkung: ¢,(x) hat eine 2n-fache Nullstelle am Punkte x =z. 
Wie leicht zu iibersehen, besitzt jede Funktion (1 + cos (#— &))" bei be- 
liebigem — den gleichen Wert C,. Dieser ist also unabhingig von der 
Lage der 2n-fachen Nullstelle. Diese Bemerkung gilt auch fiir die im 
folgenden betrachteten Funktionen. 

Zu unserem Beweise vergleichen wir die Entwicklung (5’) mit der 
Entwicklung des allgemeinen 7, mit 2n reellen Nullstellen auf Grund 
des Ausdrucks (4), den wir nur zur formalen Vereinfachung so schreiben 
wollen: 


2n 
_ 7, ©—§, x— & t— ben Y x— §, 
T,,(%) = Ccos~, cos —, = --- cos —, = = Cj feos —_—, 


k=1 


so daB also die Nullstellen bei £, + 2 liegen. 
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ia ia 
— 1 | be 2 gant 4 e? =a) 


la (2 » | 
; 3(. i(G $8) s(n—1) +e 2 ~ x) ete 1)2) 


k 
(; i(2 , 
7 i \ a = Sk— St —Sk~- 5 
+S (6 7 ei (4 2)2 +e \* —i(n— 2) ) 4. 
— 
k i 
1 : ; e\ , 6) 
” nl cos (nz — > ) + cos {((m —1)a + E. — =) 


k 


oe 


a2 = ¢ © 6 , 
+ >'cos((n— 2) + E. + &, 9 eee 


ora 
wo die mehriachen Summen in iiblicher Weise iiber alle Kombinationen 
2n 


verschiedener Indizes zu erstrecken sind, und 6 = >" §, gesetzt ist. 
k=1 


- _ . 1 ~ 
Eine Ausnahme macht nur das letzte Glied, welches den Faktor - erhiilt: 


> Pp s fi oa ¢ . 
9 iJ > 0s &. - + &, 4 ‘or, + 7 


Wir kommen auf die Entwicklung fiir (1+ cos)" zuriick, wenn &, = 0 
gewahlt wird. 
Um den Koeffizienten ( zu berechnen, bilden wir die Summe Q der 


Quadrate der Koeffizienten der cos und sin in der Entwicklung (7), wobei 


° 1 ‘on 1 ; 
wir den Faktor ,,,_, der Kiirze halber weglassen. = C ist dann der 

oo VQ 
” t 


gesuchte Koeffizient und gleichzeitig der Wert C,. Es 


‘ “(g-* (Shae 2))] 


k . & 
(Tomes) (BD eras} 


Wir haben das Maximum von @Q zu berechnen. Wir schiitzen dazu jede 


te] 


einvelne der eckigen Klammern ab. 
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Dies geschieht durch Anwendung folgender Ungleichung: 
Sind p,, Pe, ++ p,, reelle Gripen, so ist 
(Pp + Pe +++ +Py)® S m(p,? + py* +++ +72); 
das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn alle p einander gleich sind. 
Beweis durch SchluB von m— 1 auf m. Es ist 


(P, + Pp +-+* + Pp)” 
= (Py + Pet -* +P moa)? + (2PPn t+ 2P2Pn + °° 2P m1 Pm) + Pr 
Nun ist nach Voraussetzung 
(Py + Pato + Pm—i) Sm — 1) (wy + Ps + + Pn -1)s 
ferner bekanntlich 
2PPm Pi + Pre: 
Daher ergibt sich im ganzen die gewiinschte Ungleichung. 
Wenden wir sie auf eine der eckigen Klammern des Ausdrucks Q an, 
beispielsweise auf 


(22> cos (E, + gE — x) + (>> sin (E+ 2): 
7 A 


Die Summe hat (7) Glieder, ist daher 


S (2) DD (com (+ 8-4) + sin? (&+8—$)) < (4) 
k I 


Das Gleichheitszeichen tritt nur dann ein, wenn simtliche cos und sin 
einander gleich sind, d. h. wenn alle & einander gleich sind. Das ist aber 
gerade der Fall der Funktion (1 + cos (@ — §))”. 


+) 
Damit ist der ausgesprochene Satz bewiesen. Es ist also fiir alle | 
Polynome 7’, mit 2” reellen Nullstellen 
(3) C, = rs 


wo T, durch Formel (6) gegeben ist. Die Zahl 4 wird im folgenden 


auch mit M, bezeichnet werden: 
1 /2n\2 2n \2 2n\2 
(9) =.= r(o) + Gy) +--+ (5) +1. 


B. 
Anwendung auf rationale Polynome. 
Wendet man die eben gebrauchten Methoden direkt auf rationale 
Polynome 


(10) P(z) = dyz"*+ d,z"-'+---+d 


“ 


un, so ergibt sich nur ein triviales Resultat: 
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Werden die reellen Koeffizienten so, normiert, dap 
(10°) d7?+d4?7+---+d?=—1 
ist, so haben unter allen Polynomen, welche n Nullstellen in dem Intervall 
(—r, +1) haben, die beiden an den Enden n-fach verschwindenden Polynome 

d,(z+1r)" 
den kleinsten Koeffizienten d,. 

Es lift sich aber aus unserem Resultat tiber trigonometrische Poly- 
nome auch ein interessanteres Ergebnis fiber rationale Polynome mit 
lauter reellen Nullstellen ableiten, in dem die Beschrinkung der Null- 
stellen auf ein endliches Intervall (—r, +7) wegfillt. 

Zu diesem Zwecke transformieren wir die reelle Achse in den Ein- 
heitskreis. Die allgemeinste Kreisverwandtschaft, die dies leistet, laBt sich 
schreiben 
(11) Pe = 

‘ 74, T 7 
wo die iiberstrichenen GréBen, wie tiberall in der Folge, konjugiert-kom- 
plexe bezeichnen. Wir wenden diese Transformation auf das Polynom (10) 
an und setzen dabei dessen Grad als gerade, gleich 2” voraus.*) Polynome 
ungeraden Grades gehen in diese Form ein, wenn man d, =O setzt. Fiihren 
wir (11) in (10) ein und bringen auf einen Nenner, so erhalten wir einen 
Zishler TT,,,(2,) vom Grade 2n: 
TH, (41) = CH?" + G,2,7"-* +--+ + 6, 18,"** + 6,2," 
+E a" + +b, e, +B. 

Hat P,,(z) nur reelle Wurzeln, so liegen siimtliche Wurzeln von TT, ,(2,) 
auf dem Einheitskreis. Dividieren wir TT,, durch z," und setzen 2, = e'*, 
so entsteht ein trigonometrisches Polynom T(x), das 2n reelle Nullstellen hat. 
Auf dieses lift sich dann der in A. bewiesene Saltz anwenden. 

Zur Ausfiihrung bemerken wir zuniichst, daB die Koeffizienten A,, B, 
dieses 7’, folgende sind: 


> A =e +L @ , aw él — | . Ri wa 
Ay = €,5 A, = ¢,_, r Cn—k? B, (¢, 4 Cn Py) (A I »)”). 


ae 


Wir erhalten somit als Kriterium fiir lauter reelle Nullstellen 


4 e,|* Pe 1 
4\@|*> + 4) e, |?+-->+4!¢,-1|*+ 63 ail M,, 
oder 
(12) 4(M,—1) \e,?— 4\e,|?—---—4le,_,|/?—e? >0. 


Diese Bedingung (12) muf fiir alle Werte u, y erfiillt sein. Wir wollen 
den Ausdruck linker Hand in (12) mit Q,, bezeichnen und genauer unter 
suchen. 


*) Die Bedingung (10’) wird dem Polynom P,,, nicht auferlegt. 
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Die GréBen ¢, sind Formen (2”)*" Dimension in den vier homogenen 
Veriinderlichen «, «, y, y, deren Koeffizienten Vielfache der Koeftizienten 
d, von P,,, sind. Diejenigen Glieder von e,, die mit d, multipliziert sind, 
sind von der Dimension / in y, y. Ferner ist ¢, homogen von der Dimen- 
sion 2n —k in den GréBen «a, y, homogen von der Dimension / in den 
iiberstrichenen GréBen «, 7. 

Daraus folgt: Jede Norm e,* ist homogen von der Dimension 4n 
in allen vier GréBen a, «, y, 7, sie ist auBerdem homogen von der Dimen- 
sion 2” in dem nicht-iiberstrichenen und dem iiberstrichenen GréSenpaar. 
Die Koeffizienten der einzelnen Potenzprodukte sind quadratische Formen 
der Koeffizienten d,, und zwar hat der Koeffizient eines Potenzproduktes 
von Dimension Z in y, » genau das Gewicht L. 

Die wichtigsten Eigenschaften der Funktion Q,, aber ergeben sich 
durch folgende Uberlegung: In (12) gilt das Gleichheitszeichen, d. bh. Q,, 
verschwindet, dann und nur dann, wenn TI,,,(z,) eine 2n-fache Nullstelle 
hat. Denn dann hat z,~"TT,,,(2,) die Gestalt (5): C(1 + cos (2—§))". Dies 
tritt in zwei Fallen ein: 

1) Wenn @ und y in reellem Verhiiltnis stehen: a= Ay, «= Ay. 
Es ist der Fall, in dem die Substitution (11) entartet. In diesem Falle 
ist also Q,, = 0, und daraus wird geschlossen, daB Q,, durch die Ver- 
bindung ey — ay teilbar ist. In der Tat, da Q,, homogen vom gleichen 
Grade 2m in a, y und @, y ist, liBt sich schreiben 

Q;, = ar anp(? : *) (p= Polynom). 


« 


Ordnen wir p nach Potenzen von ‘- und dividieren durch 
a 


7 r) 
ay-— ay aa 
‘ ‘ (2 a“) 


durch, so bleibt als Rest ein Polynom in ~-, das fir alle reellen Werte 
« 


des Verhiiltnisses verschwindet, also identisch Null ist. 

Weil aber Y,,, auberdem symmetrisch in den ungestrichenen und 
gestrichenen GréBen ist, muB es sogar durch (a?—«y)® oder ap —ay!|* 
teilbar sein. Denn wenn Q,, = («y—«y) q,, gesetzt wird, muB g,, sein 
Zeichen wechseln, wenn ungestrichene und gestrichene GréBen miteinan- 
der vertauscht werden, also verschwinden, wenn « und y» reell sind. Da 


4, im ungestrichenen und gestrichenen GréBen je homogen vom Grade 
2m — 1 ist, lassen sich die vorhergehenden Uberlegungen nochmals an- 
wenden und zeigen, daB auch q,, durch ey — «yp teilbar ist 

Wir setzen also 
(13’) V2, ay—ay *h, 





ee EE > 
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und erhalten wnsere notwendige Bedingung fiir 2n reelle Nullstellen von 
P,,,(2) in der endgiiltigen Gestalt: 
(13) R,,, = 9, 


wo R,, eine Form der Ordnung 4” — 4, je homogen von der Dimension 
2n — 2 in ungestrichenen und gestrichenen Gréfen ist. 

2) R,, verschwindet identisch in «, «, y, y, wenn P,, = (2+ a)*" ist. 
Daraus ergibt sich die Bedeutung der als Koeffizienten der Potenzprodukte 
in R,, auftretenden quadratischen Formen der d,. Diese miissen nimlich 
im Falle der genannten Funktionen (z+ a)*" simtlich verschwinden. Man 
erhilt solche Formen, wenn man zwischen zwei Produkten d,d,, 


9 
d, = ipo a‘, 


den Parameter a eliminiert. Es bestitigt sich so, daB die quadratischen 
Formen isobar sind. Die Form vom kleinsten Gewicht ist 


qe = (3) dods ee (7) d,? 


und hat das Gewicht 2. Wir fragen nach der Anzahl N, der Formen gq, 
vom Gewicht LZ. Es ist N, = Nz,-,. Fir gerade L = 20’ (L<n) er- 


halt man alle linear unabhingigen g,, wenn man d,d, der Reihe nach mit 
did,_1, dedi_s, «++, dp 


kombiniert, es gibt also VN, = L’ = — Formen. Fiir ungerade L =2L' +1 


hat man dod, 
d,dy_ I> dzd, _—**s dy dy +1 


, 


zu kombinieren und erhilt N, = L’ = linear unabhiangige Formen. 


°? 
Die Formen q, sind in R,:, mit Potenzprodukten multipliziert, die 


von der Dimension L — 2 in y,y sind. Die Zahl der linear unabhingigen 
reellen (also in y, y symmetrischen) Summen solcher Potenzprodukte ist 
genau N,. Ein vollstiindiges System linear-unabhingiger Summen ist 
namlich fir Ls 2n 


Sn—8—1 ~tn—Lt1,A—L—3 


(Os As 3 =); 


fiir L > 2mn erhilt man das System durch Vertauschung von « und y. 

Die Gesamtzahl der in R,, auftretenden reellen Potenzsummen ist 
n(2n—1). 

Durch diese Uberlegungen ist die Form des Ausdrucks R,, genau 
festgelegt. Es handelt sich zu seiner vélligen Berechnung nur noch um 
die Bestimmung der Zahlenfaktoren, mittels deren die als Koeffizienten 


2 


° 
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' 
der symmetrischen Potenzsummen auftretenden quadratischen Formen aus | 
den q, zusammengesetzt sind. Die Anzahl dieser Koeffizienten ist 

4(1+---+(m—1*) +n’; 
wegen des gleichen Baus der Glieder der Dimensionen L und 2n — 2 — L 
miissen aber einzeln bestimmt werden nur 
] (2m —1)n(n—1 n(2n?+1 
2(1+---+(—1)) +n? = A + n? = ( an ,. 
0 
Man bestimmt sie am einfachsten, indem man in den Ausdrek (13’) fiir 
Q., das dem Bau nach bekannte F,, mit unbestimmten Koeffizienten 
eintrigt und geeignete Potenzprodukte des entstandenen Ausdrucks mit 
denjenigen von (12) vergleicht. Ihr formelmaBiger Ausdruck ist uniiber- 
sichtlich. Ich gebe die Resultate fiir die drei niedersten Gradzahlen: 
n=! 
Ry = d,?— Addy. | 
n=2 | 
R, = — 1(8d,d, — 3d,?) a a* — 14(6d,d, —d,d,)aa(ay + ay) 


| AY l6d,d, -d, ds) + (S6d,d, d,*} (a? y? L a*y*) 


+ {50(16d,d, — d,d,) — 26(36d,d,—d,*)} aayy 


- 14(6d,d,— d,d,) (cy + ay) yy — T(8d,d, —3d,*)y*y? 
n= 
R, = — 39q, a4 a — 1284, a8 a*(ay + ay) 
- {82q,’ + 409," } a a*(a* y? + a y*) + [588q,' —528q,"} Fabyy 
- {289,'+ 20g," } wa(a®y?+ ay®) + | 10529,’—-3649,"} a a*yy(ay+ey) 
(4q6 +49," +4," } (oA +0*y*) 
| {1296 q) — 1209,” — 474,”"} «ay? (a7? + 7%) 
+ (2196 q, + 6484,” —444.q,"”} aPap?y? 
{ 28q,'+ 204,” } (a5? + a y*) y+ { 1052q,’—364q,” ¥ ay y*(apy+ay) 
{82q,' +409,” } (a?7? +0°y*) y*y* + (5889, — 528g," } aay*7? 
— 12849,(ay + ay) 77° — 39q,9747'; 


G2 = 12dyd,—5d,?; q,=9dyd,—2d,d,; gq, =8d,d,—d,d,, yf’ =15d,d,—d,’; 
q= 15d,d, — d,d,, Gs. = 50d,d, — d,d;; 
Gd, = 36d,d,— d,d;, g,” = 325d,d, —d,d,, gq,” = 400d,d, — d,*; 
q; = 15d,d, — d.d,, Gq; = 50d, d, — d,d,; 
ds = 8d,d,—d,d,, 9, =15d,d,—d,’; qga=9d,d,—2d,d,; qyg=12d,d,—5d,?. 
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Ein Sonderfall. Nimmt man a@| groB gegen |y , so wird in R,, 
das erste Glied (mit «?"-*@?"-*) das Vorzeichen bestimmen. Der Koeffi- 
zient dieses Gliedes ist 


. Wf /2n\2 2n\ 20] 
Cq, = C[ (4) dods — (3) 4]: 
Es ist leicht zu sehen, daB der Zahlenfaktor C immer negativ ist. In 


2n ° , me . 9 2 
der Tat mub ie ) C gleich dem Koeffizienten der mit d,? a" a*-* y? 


multiplizierten Glieder in (12) sein.*) Nun liefert aber |e¢,|? kein Glied 
dieser Form, die in e,|*,---,e¢? auftretenden Koeffizienten sind simtlich 
positiv, daher C negativ. 


Daraus folgt: Wenn 


2n\2 2n » 
-~> () 
( ) d,d, is )4, X 
ist, hat die Gleichung 


sicher komplexe Wurzeln. 

Dieses Resultat libt sich auch einfach aus der Descartesschen Regel 
ableiten, und unser Kriterium stellt sich also als eine Erweiterung dieser 
Regel dar. In der Tat, schafft man in P,,(z) durch die Verschiebung 


z=2'+a das Glied in 2*"~' weg, so erhalt man 
9 = » 
(4") ad, (y") a 
P(e) P(e 2 ,/3 , ; ° gitn-3 4 
(2 (2 ) tly 2 | a 1 


9° 2 
ey d. 
1 


In unserem Falle findet also zwischen den beiden ersten (iliedern kein 
Vorzeichenwechsel statt, und dann zeigt die Descartessche Regel, dab 
héchstens 2m — 2 reelle Nullstellen vorhanden sein kénnen. 

Die Bedeutung des Kriteriums fiir die praktische Auflésung von Glei- 
chungen wird wohl kaum erheblich sein. Es gestattet, unter Umstinden 
die Existenz komplexer Wurzeln nachzuweisen, dann nimlich, wenn sich 
komplexe GréBen «, y finden lassen, die R,, negativ machen. So findet 
man, dab af+1=—0 und 2‘—1=0 komplexe Wurzeln haben, indem 
man im ersten Falle a = y = 1, im zweiten a= 1, y =i setzt. Aber die 
Auswahl geeigneter a, y ist in der Regel schwierig, und die langen 


*) Denn 
° Qon = |a7 — &y 
enthalt das Glied 





* Re, = (2aay7 — a*7* — Gy’) Ry, 


2n n—-2n—-2- 
c(Y)azata 252 


als einziges seiner Art. 
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Formeln sind im allgemeinen fiir numerische Ausrechnung unhandlich. 
Bei Anwendung des Kriteriums auf Polynome ungeraden Grades kann 
es vorteilhaft sein, diesen durch Multiplikation mit einem unbestimmten 
Faktor z— a geraden Grad zu verleihen, wodurch noch ein dritter Para- 
meter a in das Kriterium eingeht.*) 


C. 
Erweiterungen. 


Hat ein trigonometrisches Polynom mindestens 2(m—m) reelle Null- 
stellen, so folgt aus den Hilfssiitzen des Abschnitts A. (siehe FuBnote 5. 391), 
daB der Ausdruck 


Ai + Bi + oa + Bee 
45+-3e+-.:4+ 44+ 


und also auch 
43 +- BE +--+ 4 S..2.+ 

(Ar) ; ——— t t a ; ; 

An m+1+ Bu-m+i1+-:- + Ai+ Bi + Ao 
ein von Null verschiedenes Minimum besitzen muf. Ebenso muB fiir alle 
rationalen Polynome (10), die mindestens » — m Nullstellen in dem Inter- 
valle (—r, +r) haben, der Ausdruck 
+ di +--+ + din 


” > > 
din+1+ dn+2 7 =? f di 


i 4 
(Ap) = 


ein von Null verschiedenes Minimum annehmen. Die Bestimmung dieser 
Minima und der Funktionen, die das Minimum ergeben, ist aber erheblich 
schwieriger als in dem in A. behandelten Falle, und auch die Resultate sind 
verwickelter und verlieren dadurch an Interesse.**) 

Nur in einem Falle kommt man noch mit ganz einfachen Uber- 
legungen zum Ziel. Wir fragen nimlich nach dem Minimum des Aus- 
druckes 
An + Ba+---+Ai+ Bi 

Aj 


5 = 


fiir ein trigonometrisches Polynom, das tiberhaupt reelle Nullstellen haben soll. 


*) Wegen der Parameter a, 7 haben wir wnendlich viele notwendige Kriterien 
fiir lauter reelle Nullstellen. Diese lassen sich durch eine einzige ersetzen, nimlich 


min R,,,>0 


a,y 


Die Funktion der linken Seite ist aber jetzt eine im allgemeinen irrationale alge- 
braische Funktion der Koeffizienten d,. 

**) Eine einfache allgemeine Eigenschaft der Minimumpolynome glaube ich 
allerdings festgestellt zu haben und hoffe, sie demniichst geben zu kénnen. 
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Nach friiher Gesagtem kénnen wir annehmen, daB eine Nullstelle bei 
«=O liegt. Dies ergibt 


ey ey Te Pe Pe 


n n—1 
Weitere Bedingungen sind den Koeffizienten A,, B, nicht aufzuerlegen. 
Die Funktion, die S zum Minimum macht, muB offenbar lauter verschwin- 
dende Koeffizienten B, haben. Es handelt sich also schlieBlich darum, 
A 


i+, A, so zu bestimmen, dab 


n 


A} t+ 4? 
(A, + +A 


méglichst klein wird. Dies ist aber nach einem oben (Abschnitt A.) be- 
wiesenen Hilfssatz dann der Fall, wenn 
A,=A,=:--=A,=A, Ay=—nA 

ist, wo schlieBlich noch A = 1 gesetzt werden kann. 

Die Minimumfunktion des Ausdruckes S ist also 
(14) T(x) = —n + cos 4 + cos 24 4+---+ cosna, 
und diese Funktion hat «=O zur zweifachen Nullstelle. Sie hat keine 
anderen reellen Nullstellen. Das Minimum des Ausdruckes S ist 


1 


iT 


(14°) Ss 


Die Methode des Abschnittes B. gestattet, hieraus ein notwendiges 
Kriterium dafiir abzuleiten, daB ein rationales Polynom x‘ Grades iiber- 
haupt reelle Nullstellen hat. 

Auch eine Frage iiber rationale Polynome liBt sich vollstindig be 
antworten, namlich die Frage nach denjenigen Polynomen mn” Grades, die 
zwischen —r und +r wenigstens eine Nullstelle haben, und den Ausdruck 


d,? + d,?+---+43_, 


zum Minimum machen. Ich verfahre nach einer Methode, die allgemeinerer 
Anwendung fahig zu sein scheint. 

Ist b eine Nullstelle des Minimumpolynoms P(z), und Q(z) ein Poly- 
nom héchstens (2 — 1)*" Grades, das die gleiche Nullstelle hat, dann darf 
kein Ausdruck der Form P(z) + az Q(z) (« ein Parameter) den Aus- 
druck s kleiner machen als P(z). Ist also 

Q(z) = d,2"-*+ d,2"-?7+---+ 0, 
so mu fiir das Minimumpolynom 


dd + 4,0, +---+d,_,0,_,=90 
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sein. Dies folgt durch Differentiation nach « Wir wahlen nun fiir 
alle Polynome der Form 
Q(z) = 2*(2—b) k=0,1,---.n—2. 


Es folgen dann der Reihe nach die folgenden Gleichungen: 


? 


(15) d, 2 — bd, ,=9, d,_s bd, g = U,--- d, — bd, = 0. 


Das Polynom P(z) hat demnach, wenn d,=1 gesetzt wird, die Form 


n—1 n—2 
(15’) P(s) = 2° +—- + _ +---4 oe (u" + f-t4...4 eat) 
wobei der letzte Koeffizient d, sich aus dem Verschwinden bei z= b 
ergibt. 

Es laBt sich unmittelbar schlieBen, daB das Minimumpolynom nur 
eine einzige Nullstelle zwischen —r und +r haben kann. Denn wire c 
eine zweite solche Nullstelle, die von 6 verschieden ist, so miiBten auch 
die (15) entsprechenden Beziehungen d, ,—cd,_,=0,--- bestehen. 
Eine Doppelwurzel bei z = b ist aber auch unméglich, denn die Ableitung 
P’(z) hat fiir z= b lauter Glieder gleichen Vorzeichens. 

Es bleibt noch die Wurzel 6 zu bestimmen. Es ist leicht zu sehen, 
daB sie eines der beiden Intervallenden — rv, +7 sein muB. Denn eg ist 


i 1 1 
t+ pe tet tea 

s= o — opt 5 pt — a 3 
(2 4 b oo +555) | + + 


/ 


und nimmt mit wachsendem |b ab. 

Also muB |b| =r sein. Die beiden Méglichkeiten ) = +r liefern aber 
den gleichen Wert des Ausdrucks s. 

Also: Ein Minimumpolynom, das zwischen —r und +r mindestens 
eine Nullstelle besitzt, ist 


n-1 r—2 


™ - Z 2’ zZ a ee 1 
(16) m, (2) = 8+ —— + ate tga (Pte i hee a 


und hat nur die eine einfache Nullstelle r im Intervalle (—r<z<+r). 
Es existiert noch ein einziges anderes Minimumpolynom, das durch 
Vertauschung von r mit —r erhalten wird. Das Minimum von s ist beidemal 


: = 1 
(16°) S= ey fea... 


Ein Teil dieses Satzes, daB nimlich m(z) keine Wurzeln im Innern 
des Intervalles (—r, +7) besitzt, den wir hier durch Minimumsbetrach- 





Trigonometrische und rationale Polynome. 403 


tungen erschlossen haben, laBt sich auch elementar beweisen. Dividiert 
man nimlich m(z) durch z—r, so kommt 


1 9 1 1 1 
m,(2) = 2"? + (r+ ~)er-* + (r?+1+ 5)e"-? 4 ee eo Looe of. wat =F 
r 


r 





und es ist zu zeigen, daB dieses Polynom keine Wurzeln 2 (|¢ < r|) be- 
sitzt. Wir kénnen r positiv annehmen. Wir setzen zur Abkiirzung 


1 
A wt—-1—k 
u=(r bet o)e 


dann ist 


k-1 | a. a ee 
u , t k=l ’ + k-1 : 
k-1 ’ r 
z= 
u I 1 k-1 1 1 r 
. 7 ’ t v 35 TF 3el 
r r r 
und daher 
6, 4] y lsc i 
| um | = 
Sei nun zuerst » gerade. Dann laBt sich schreiben 
M, (2) = (My + U,) + (ty + Us) + +--+ (Uo +U,_,). 


Die Klammern sind nach dem Bewiesenen fiir alle betrachteten Werte 
von 2 positiv, daher auch m,(z). 
Sei zweitens » ungerade. Dann ist 
M, (2) = (Uy) + (UM, + Uy) +--+ + (Uo +H, 4), 
worin abermals fiir alle betrachteten Werte von ¢ die samtlichen Klammern 


positiv sind. 


| Im Felde, Juli 1915. 
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Uber die reguliren eindimensionalen analytischen 
Somenmannigfaltigkeiten. 


Von 


Orro MiiuuenpycKk in Daaden. 


Einleitung. 


Ein Soma sei gegeben durch die homogenen Studyschen Koordinaten 
(a: B), die den Relationen 


(aB) = af, + «8, + @ B, + «8, = 9, 


(aa) = ay* + @,* + a," + a," + 0 


geniigen.*) Wir betrachten eindimensionale analytische Mannigfaltigkeiten 
solcher Somen -—- analytische Somen-M, ——- und zwar reelle oder komplexe 
Mannigfaltigkeiten. 

Da die Bedingung (aa) + 0 erfiillt sein soll, so diirfen und wollen 
wir (aa) =1 setzen, wodurch eine Vereinfachung erzielt wird. Wir ver- 
wenden also nichthomogene Koordinaten (a, 8B), die den Bedingungen 
(@B) = 0, (aa) = 1 geniigen. 

Es gibt in einer analytischen Somen-¥, Stellen ,algebraischen Cha- 
rakters“, in deren Umgebung eine solche Parameterdarstellung existiert, 
daB die Koordinaten («, 8) durch gewoéhnliche Potenzreihen ausgedriickt 
werden kénnen. Eine solche Parameterdarstellung wird unsern Unter- 
suchungen zugrunde gelegt, zwar entspridht ihr in der Regel nur ein 
Stiick der analytischen Somen-M,, aus diesem Stiick aber erhilt man 
durch den ProzeB der analytischen Fortsetzung die ganze analytische 
Somen-J, . 

Wir behandeln nur die ,,reguliren“ analytischen Somen-M,. Was 
unter regulir zu verstehen ist, wird weiter unten angegeben. Fiir diese 
regularen Somen-M, werden natiirliche Gleichungen aufgestellt uad es 


*) Stady: Grundlagen und Ziele der analytischen Kinematik. Sitzungsber. d. Berl. 
Math. Ges. 12. Jahrg. S. 44. 
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wird die Existenz von reguliiren Somen-M, nachgewiesen, die zu gegebenen 
natiirlichen Gleichungen gehéren, 

“ine erhebliche Vereinfachung der Rechnungen und Formeln wird er- 
reicht durch Verwendung von dualen Gréfen*) und von Biquaternionen.**) 
Kine duale GréBe x = & + ye besteht aus dem skalaren Bestandteil € und 
dem vektorischen Bestandteil ye, ¢ ist die vektorielle Einheit, wihrend 
die skalare Einheit mit der Einheit des gewéhnlichen Rechnens tiberein- 
stimmt. Die Koeffizienten § und y kénnen reelle oder komplexe GréBen 
sein. Wir bedienen uns im folgenden der Bezeichnungen 


K+ - R 
E=Sr, y= Br. 


Dem Rechnen mit den in Frage stehenden dualen Gréfen wird die 
Gleichung 
= () 
zugrunde gelegt. Im iibrigen verweisen wir auf die angefiihrten Aufsiitze. 
Wir fassen die Koordinaten (a, 8) zu den dualen GréBen 
Ag= G+ Poe, A= a, + Pe, A=—a,+ Pe, A,— a, + Pye 

zusammen. Unter Benutzung dieser dualen GréBen kénnen die Bedingungen 
(af) = 0, (a«) = 1 durch die eine duale Gleichung 

(aa) = a)? + a,? + a,?+ a,’ = 1 
ausgedriickt werden. Die dualen GréBen a,, a,, a,, a, werden weiter ver 
einigt zu der Biquaternion 

© = Ay + A, 6, + Agly + Ages. 

Damit sind wir zu der Darstellung Studys**) gelangt, der ein Soma durch 
eine Biquaternion ausdriickt. Mit den von Clifford erfundenen Biquater- 
nionen rechnet man auf Grund der Formeln 


u o u 
e; €,° = eC, a 
Cal; = ,, 50, = es, C4, & = ey, 
eg —, OCs —€3, &@, €s9 


zu denen die schon oben angefiihrte Forme! 
stan 0 


hinzutritt. Zur weiteren Orientierung sei auf die zuletzt zitierte Arbeit 
verwiesen. 


*) Referat Studys tiber komplexe GréBen. Enzykl. d. math. Wiss. Bd. I, Leipzig 
1898. Besonders 8.166. Ferner Study: Geometrie der Dynamen. Leipzig 1903, 8S. 195 ff. 

**) Study: Grundlagen und Ziele der analytischen Kinematik. Sitzungsber. d. 
Berl. Math. Ges. 12. Jabrg. 
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1. Das begleitende Dreikant, dic Steigung, duale Kriimmung und 
duale Torsion einer reguliren Somen-M;. 


Unter den Stellen algebraischen Charakters einer analytischen Somen- 
M, sind insbesondere die reguliren Stellen enthalten, es sind darunter 
solche Stellen zu verstehen, fiir deren Umgebung eine derartige Para- 
meterdarstellung existiert, daB die Ableitung 


da 
(1) ar? 


wird, man spricht dann von regulirer Parameterdarstellung. Es liege eine 
regulire Parameterdarstellung der Umgebung einer reguliren Stelle einer 
analytischen Somen-M, vor: 
(2) a= a(t). 
Man darf dann von der analytischen Somen-M, a = a(t) sprechen, indem 
man annimmt, da nétigenfalls durch den ProzeB der analytischen Fort 
setzung die ganze analytische Somen-M/, erhalten wird. 

Ein Soma ¢ der Somen-M, (2) laBt sich durch eine Schraubung in 


das konsekutive Soma ¢ + dé iiberfiihren. Zu dieser Schraubung gehért , 
die Biquaternion 


a* = a~'(a+a’ dt) 
(3) =1+a-'a'dt*) 
= 1 + (Pre, + Prey + Pye) dt = 1 + pdt, 


wo 
[Ps = — G,My + aa, + O30,’ — ads, 
(4) = My" + Mp y’ + @,a,°— a50,,, 
Ps = — M3Mq + AAs + A.A, — A, Ay. 


Die Akzente bedeuten die Ableitung nach ¢. Die GréBe p wollen wir 
einen dualen Vektor nennen. Die sechs Koeffizienten des dualen Vektors p 
sind die Koordinaten des Gewindes, das zu der Schraubung (3) gehért. 
Diese Schraubung hat eine bestimmte Gerade, die keine Minimalgerade 
ist, zur Achse, wenn 
(5) S(pp) +0, 
hier ist 

(pp) = p, 7 p,* + ps”. 


Das Zeichen © ist in der Einleitung erklirt. Die Richtungskosinus und 


*) Zweites Zitat auf 8. 405 
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Momente der orientierten Schraubungsachse sind gegeben durch den 
dualen Vektor 
(6) x=. 

VP») 
Zu der Schraubung (3) gehért der Rotationswinkel d# und die Trans- 
lationsgréfe dy, als duale GréBe zusammengefaBbt 


(7) d& + dyn-e= — 2YV (pp) dt. 
d@ und dy sind bezogen auf die orientierte Schraubungsachse. 

Die gemeinsame Normale zweier konsekutiver Schraubungsachsen 
heiBe Binormalachse. Sie ist eine bestimmte Gerade, aber keine Minimal- 
gerade, wenn 
(8) S{(pp) (pp) — (pp?) +9, 
hier ist 

(pp) = Pet Pe? + Ps® (PP) = PiPr + Pads’ + Pads: 
Die Richtungskosinus und Momente der orientierten Binormalachse werden 
dargestellt durch den dualen Vektor 


: pp 
(9) 8 es — 
V(pp) (pp) — (pp)* 
_ Pe Ps — Ps Pe’ a Ys? — D, Ps + P, Ps — Py?” e 
Vipp) (o’p)— (pr)? © Vippip'p)— wp)? 7 Vipp)@’p)—(py? ° 


Zwei konsekutive Schraubungsachsen besitzen den auf die orientierte Bi- 
normalachse bezogernien Winkel und Abstand 


(10) dd, +dy,-é wi Pew ameaes at. 


Der Winkel und Abstand zweier konsekutiver Binormalachsen, be- 
zogen auf die orientierte Schraubungsachse, hat den Wert 


(11) dO, + dig: eee at, 
wo 
YP, Pe Ps 
(ppp) =] Pi’ Pe’ Ps 
yp," YP.” Ps” 
Die Richtungskosinus und Momente der orientierten ,,Hauptnormal- 
achse“ sind durch den dualen Vektor 
(12) Y= 8% 
= (By Xs — Bs Xs) e, + (Bs%i — Bi %Xs) ee + (Bi Xe — Be Xe 


gegeben. 
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Schraubungsachse, Hauptnormalachse und Binormalachse sind drei 
bestimmte Geraden, aber keine Minimalgeraden, wenn die Ungleichungen 
5) und (8) erfiillt sind. Analytische Somen-M,, bei denen dieser Fall vor- 
kommt, sollen reguliir heiBen. Schraubungsachse, Hauptnormalachse und 
Binormalachse bestimmen das begleitende (orthogonale) Dreikant der regu- 
laren Somen-M,. Auf Grund des Vorausgehenden ist die analytische 
Somen-M, (2) dann und nur dann regulir, wenn die Beziehung 
(13) S{ (vp) (p’p’) — (pp’)*} + 0 
erfiillt ist. 

Unter Stelle allgemeiner Lage einer reguliren Somen-M,, soll eine 
solche reguliire Stelle verstanden werden, an der, bei regulirer Parameter- 
darstellung der Umgebung, die Ungleichungen (5) und (8) erfiillt sind. 

Das durch die Ausdriicke (6), (9) und (12) bestimmte begleitende 
Dreikant existiert nur bei einer reguliren Somen-M, und zwar existiert 
es an allen Stellen allgemeiner Lage einer solchen Somen-WM,. 

Bei einer reguliiren Somen-M, haben die Ausdriicke (7), (10) und (11) 
bestimmte endliche Werte an allen Stellen allgemeiner Lage. 

Wir bilden die Ausdriicke 
dyn 1 B(pp 





S=ie-% S(pp)’ 
14) i <.- da + dn, -8 a Vio») @ b)— Wr)? * pp) (p’p’) — (py)? 
(44) R de —2(pp Vier) 7 ® 4(pp)?S(pp) 

1 d?. -t- dy, é . (pp p’”) 2 

tz da? pp) (p'p’) (pp)? ? 
wo 

1 ' 
A= - = (1 4-Se) 


Das Zeichen 8 ist in der Einleitung erklirt. S ist die Steigung der 
Schraubung, welche ein Soma der Somen-M, in das konsekutive Soma 


a Des 1 1 oo , : 
iiberfiihrt. # und = sollen duale Kriimmung bzw. duale Torsion genannt 


, ‘ : — ame J 1 aw 1 1 : . ° 
werden. Die einwertigen Griben S, © me? Y ger Sg B z sind invariant 


gegentiber Bewegungen und gegeniiber Einfiihrung eines neuen Parameters 
und zwar sind es absolute Invarianten. Die Ausdriicke (14) haben bei 
einer reguliren Somen-)/, an allen Stellen allgemeiner. Lage bestimmte 
endliche Werte. 


Die Regularititsbedingung (15) kann auch geschrieben werden 


(15) Sy: #0. 
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2. Einfiihrung des natiirlichen Parameters 9. Formeln fiir die 
dualen Vektoren %,9, 8 und deren Ableitungen und fiir die 
Ableitungen der Biquaternion a. 


Wir fiihren den natiirlichen Parameter 
(16) a -—2/6 Vipp) dt 
t, 


ein, was bei einer regularen Somen-M, stets miglich ist. Die folgenden 
Formeln beziehen sich auf den Parameter @. 
Die Ausdriicke fiir X, 9), 8 nehmen unter Beriicksichtigung von (14) 
die Form an 
, » 
x= a’ 


(17) Y= J (Up —Wp), 
R —, 
3 = ga PP 


Durch elementare Rechnungen findet man die den Frenet-Serretschen 
Formeln analogen dualen Formeln 


ax Yy 
do” RR’ 
; d x 8 
(18) ama + 8, 
a3 y 
ae-.SC~S~SS 


Hieraus folgt der 

Satz 1. Eine regulire Somen-M, sei ausgedriickt durch den natiir- 
lichen Parameter # Die Ableitungen n** Ordnung der zugehirigen dualen 
Vektoren X, 2), 8 nach dem Parameter @ lassen sich ausdriicken als ganze 
lineare homogene Funktionen der dualen Vektoren X, 2), 8 mit Koeffizienten, 


die Funktionen sind der dualen Gripen A und x und der Ableitungen 
dieser beiden dualen Grifen nach dem Parameter # bis cur (n—1)*" 
Ordnung. 
Aus (17) ergibt sich 
(19) p= UX, 
und aus (3) 
(20) —- = Ap. 
Zufolge (20) gilt der 
Satz 2. Die Ableitung n*” Ordnung der Biquaternion a, die zu einer 


Mathematische Annalen. LXXVII. 27 
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reguliren durch den natiirlichen Parameter & ausgedriickten Somen-M, ge- 
hirt, nach dem Parameter @ ist gleich der Biquaternion a multipliziert mit 
einem Faktor, der eine Funktion ist des dualen Vektors » und der Ablei- 
tungen dieses dualen Vektors nach dem Parameter @ bis zur (n— 1)™ 
Ordnung. 





3. Nachweis der Existenz von reguliiren Somen-M,, die zu 
gegebenen natiirlichen Gleichungen gehdoren. 


Die Gleichungen 
' -/ 1 1 vy, ~ 1 1 , 
S= f,(4), Cu _ f,(#), B os =/;(%), © ;™ f,(#), Vs = f,(#) 
nennen wir die natiirlichen Gleichungen der reguliiren Somen-W,. 
Wir beweisen folgenden 
Satz 3. Die Differentialinvarianten S, Sa B os, Sz, Bs seien 
als analytische Funktionen des natiirlichen Parameters # mit gemeinsamem 
Existenzbereich gegeben: 


(21) S=f,(0), 6s,=—f,(%), Bys—fh(0), SE —H(®), Be—f(), 


es sei S 5 + 0, im iibrigen seien die Funktionen willkiirlich aber bestimmt 
gewahlt. Es existiert dann eine eindeutig bestimmte reguldére Somen-M, 
a=a(#), die an der Stelle allgemeiner Lage # = @, erstens ein gegebenes 
Dreikant als begleitendes Dreikant und zweitens ein gegebenes Soma als 
Soma besitet und die die natiirlichen Gleichungen (21) hat. 

X=C,, Y=C,, 3 =C, sei das gegebene begleitende Dreikant der 
Stelle allgemeiner Lage #=—#, und c das gegebene Soma dieser Stelle. 

Wir miissen voraussetzen, dab die GréBe _ = V # an der Stelle 
# =, in bestimmter Weise einwertig gemacht ist, nur dann ist das durch 
die Gleichungen (17) gegebene begleitende Dreikant an der Stelle #= 4, 
eindeutig gegeben. Dies vorausgesetzt setzen wir die Gleichungen (18) an: 


ax Yy 
aa” m? 
d oS 
(18) ate 
qa3_-siéD?: 
dt R 


Diese stellen ein System von 18 skalaren linearen homogenen Differential- 
gleichungen erster Ordnung dar fiir die 18 unbekannten skalaren Funk- 
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tionen, die in den dualen Vektoren X, 9), 8 enthalten sind. Sind die An- 
fangsbedingungen eindeutig gegeben, so existiert bekanntlich ein zuge- 
hériges eindeutig bestimmtes Lisungssystem. Die Anfangswerte, die zu 
der Stelle #= @, gehéren, sind durch die GréBen C,, C,, C, eindeutig 
gegeben. Es existieren demnach eindeutig bestimmte durch C,, C,, C, 
festgelegte Funktionen X, 9), 8, die den Gleichungen (18) geniigen. 

Zu der Funktion X gehért zufolge (19) eine eindeutig bestimmte 
Funktion 


(19) p= UX. 

Jetzt ziehen wir die Gleichungen (20) heran: 
" da _ 
(20) qo ~~ °?- 


In dieser Gleichung ist die GréBe p als bekannt zu betrachten. Gleichung 
(20) stellt ein System von acht skalaren linearen homogenen Differential- 
gleichungen erster Ordnung dar fiir die acht in der Biquaternion a ent- 
haltenen unbekannten skalaren Funktionen. Es existiert, wie bekannt, 
zu eindeutig gegebenen Anfangsbedingungen ein eindeutig bestimmtes 
Lésungssystem. Durch die GréBe ¢ sind die Anfangswerte, die zur Stelle 
# =, gehéren, eindeutig gegeben. Es existiert mithin eine eindeutig 
bestimmte Funktion a, die der Gleichung (20) Geniige leistet und die fiir 
# = @, den Wert ¢ annimmt. 

Die Funktion a erfiillt die Bedingung (aa)=1, denn zufolge (20) 
ist (aa) =0, also (aa)=const., nun ist (aa)—1 fir #=—%, mithin 
(aa) =1. Die Funktion a stellt eine Somen-M, dar, ausgedriickt durch 
den Parameter #, und besitzt an der Stelle # = #, das Soma c. 

Wir bilden die Funktionen 


(22) f, = (XX) —1, fs = (YY) —1, fs = (88) —1, fe = (QB), 
f,= (8%), f= (¥Q), 
hier ist 


(XX) _ &,? + X,? + X,', (Y 8) - DB: a YsBs + YsBs; usw. 


Durch Ausrechnen unter Beriicksichtigung von (18) findet man, daB die 
Ableitung n** Ordnung einer jeden der sechs Funktionen (22) nach dem 
Parameter # sich ausdriicken liBt als ganze lineare homogene Funktion 
der sechs Funktionen (22) mit Koeffizienten, die Funktionen sind der 


GréBen x und Ms und der Ableitungen dieser beiden GréBen nach dem 


Parameter # bis zur (n— 1)" Ordnung. Die Funktionen (22) verschwin- 
27° 
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den fir #—4%,, auf Grund des Vorstehenden verschwinden auch ihre 
Ableitungen beliebiger Ordnung fiir #=—@,, folglich verschwinden die 
Funktionen (22) fiir alle @. Beriicksichtigt man dies, so findet man aus 
(4), (20), (19) und (18), daB der Parameter @ der Somen-M, a = a(#) 
identisch ist mit dem von uns eingefiihrten natiirlichen Parameter, dab 
die Somen-M, a = a(#) an der Stelle allgemeiner Lage #@ = @, das be- 
gleitende Dreikant C,, C,, C, hat und daB sie die natiirlichen Gleichungen 
(21) besitzt. 

Man gelangt zu derselben Somen-M,, einerlei, ob man fiir das ge- 
gebene Soma den Wert ¢ oder den Wert —c benutzt (zu dem Soma ¢ 
gehért nicht nur die Biquaternion ¢, sondern auch die Biquaternion — c). 

Damit ist Satz 3 bewiesen. 

Da man das zur Stelle # = #, gehdrige Soma c und begleitende Drei- 
kant C,, C,, C, auf je oo® Arten wiihlen kann, so gibt es im allgemeinen 
co™ Somen-M, mit denselben natiirlichen Gleichungen, diese co'* Somen- 
M, sind aber nicht alle kongruent. Die Zahl oo” kann sich auf co" 
reduzieren, wir kommen darauf noch zuriick. j 

Zwei regulire Somen-M, a=a(#) und a=a(#) mit denselben 
natiirlichen Gleichungen (21) sind dann und, wie es klar ist, nur dann 
kongruent derart, dab homologe Somen zu demselben Parameterwert ye- 
héren, wenn es in der ersten SomenM, eine aus Soma und begleitendem 
Dreikant bestehende Figur § gibt, die zu der zugeordneten Figur § in 
der zweiten Somen-M, kongruent ist. Das soll jetzt bewiesen werden. 

Die beiden kongruenten Figuren § und %§ mégen zu dem Wert 
# =, gehéren. Wir bewegen die erste Somen-M, so, dab die Figur § 
mit der Figur zur Deckung kommt. Bei dieser Bewegung iindern sich 
die Differentialinvarianten der Somen-M, nicht. Fir ¢=—#%, wird X,— %,, 
Y= Do, Bo = Bo (tiberstrichene GréBen beziehen sich auf die zweite 
Somen-M,), auf Grund des Satzes 1: Xj” = Xj”, folglich X = X und zu- 
folge (13) p=. Weiter wird fir ®=%: a 9—+ 4, auf Grund des 
Satzes 2: alo) = + a(9}, mithin a=-+4, d. h. die beiden Somen-M, sind 
kongruent. 

Kine regulire Somen-M, sei bestimmt durch die natiirlichen Glei 
chungen (21), durch das begleitende Dreikant C,, C,, C, der Stelle all- 
gemeiner Lage # = #, und durch das Soma ¢ dieser Stelle, die Somen-M, 
habe die Gleichung a= a(#). Eine zweite Somen-M, habe dieselben 
natiirlichen Gleichungen, dasselbe begleitende Dreikant an der Stelle #=#,, 
aber statt des Somas c das Soma f an der Stelle # = #,. Die Gieichung 
der zweiten Somen-M, kann geschrieben werden: 


(23) a= ¢tc~'a(@). 
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In der Tat iiberzeugt man sich durch Ausrechnen, daB (aa)=1, daB @ 
der natiirliche Parameter der durch a dargestellten Somen-M, ist, dab 
diese Somen-M/, an der Stelle allgemeiner Lage # = @, das Soma ¢ und 
das begleitende Dreikant C,, C,, C, hat und daB sie die natiirlichen Glei- 
chnungen (21) besitzt. Durch die Biquaternion a ist die Bewegung gegeben, 
die ein mit dem Protosoma zusammenfallender Soma mit dem Soma a 
zur Deckung bringt.*) ¢c~* stellt die auf das Soma ¢ bezogene Bewegung 
dar, die das Soma c mit dem Soma CT zur Deckung bringt. Man erhiilt 
zufolge (23) das Soma a, wenn man ein mit dem Protosoma zusam- 
menfallender Soma zuerst die Bewegung ¢c~', darauf die Bewegung a 
ausfiihren 14Bt. Hieraus geht hervor, dab man die zweite Somen-M, aus 
der ersten auf folgende Weise ableiten kann: man verbindet das Soma ¢ 
starr mit dem Soma c, nun la®t man das Soma ¢ die erste Somen-M, 
beschreiben, dann beschreibt das mit ihm starr verbundene Soma die 
zweite Somen-M,. Die beiden Somen-M, besitzen dieselbe Mannigfaltig- 
keit begleitender Gewinde. Unter dem begleitenden Gewinde eines Somas 
einer Somen-M, verstehen wir das Gewinde, das zu der Schraubung ge- 
hért, die das Soma in das konsekutive Soma iiberfiihrt. Die oo begleiten- 
den Gewinde einer Somen-J/, bilden die Mannigfaltigkeit begleitender 
Gewinde der Somen-M,. Da man die Konstante ¢ auf oo® Arten wihlen 
kann, so gibt es co® Somen-M,, die dieselbe Mannigfaltigkeit begleiten- 
der Gewinde besitzen. Unterwirft man diese co® Somen-M, allen Be- 
wegungen, so erhalt man die ganze Schar der Somen-M,, die zu den 
gegebenen natiirlichen Gleichungen (21) gehéren. Ist a = a(#) die Glei- 
chung einer Somen-M, der Schar, so ist die ganze Schar gegeben durch 
die Gleichung 
(24) a= ua(#)v, 
wo u und » Biquaternionen sind, die den Bedingungen (uu) = 1, (vv) =1 
geniigen; jedem Wertsystem u, » entspricht eine Somen-M, der Schar. 
Bei den oben angegebenen Kongruenzkriterien hatten wir dem Wert 
kongruent den Zusatz ,derart, dab homologe Somen zu demselben Para- 
meterwert gehéren“ hinzugefiigt. Diesen Zusatz wollen wir beseitigen. 
Dann kénnen wir so sagen: Zwei zu den natiirlichen Gleichungen (21) 
gehérige Somen-M, a=a(#) und 4=4(@) sind dann und nur dann 
kongruent, wenn man in der ersten Somen-M, einen natiirlichen Parameter 
# = + (#—#@,) derart einfiihren kann, daB erstens die Differentialinvarian- 


ten S(#), si (#), 5 (®) der ersten Somen-M, mit den zugeordneten Dif- 


1 


ferentialinvarianten S(#), ga (®); t (#) der zweiten Somen- M, iiberein- 


*) Uber Bewegungen und deren Zusammensetzung vgl. zweites Zitat auf S. 405. 
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stimmen und da zweitens in der ersten Somen-M, eine auf den Parameter # 
bezogene aus Soma und begleitendem Dreikant bestehende Figur existiert, 
die zu der zugeordneten auf den Parameter # bezogenen Figur in der 
zweiten Somen-M, kongruent ist. 

Sind die Funktionen, (21) nicht alle konstant bzw. alle konstant, so 
enthalt die zugehérige Somen-M,-Schar co™ bzw. co” Somen-M,. Die 
Schar dieser o0% bzw. co" Somen-M, kann man so in co® bzw. oo° Teil- 
scharen zerlegen, daB jede Teilschar co* kongruente Somen-M, enthilt 
und daB Somen-M,, die zu verschiedenen Teilscharen gehéren, nicht kon- 
gruent sind. Die Reduktion der Zahl co™ auf oo" hat ihren Grund darin, 
daB die Mannigfaltigkeit begleitender Gewinde einer jeden zu den Glei- 
chungen (21) gehérigen Somen-M, eine Bewegung in sich zuliBt, sobald 
die Funktionen (21) alle konstant sind. 

Wir fassen zusammen: 


Satz 4. Die Differentialinvarianten 8, Sos Ba S : BY : seien 


als analytische Funktionen des natiirlichen Parameters # mit gemeinsamem 
Existenzbereich gegeben : § 


(a) S=£,(%), S5:-f4), Bp-A(%), SZ—f(0), BE—h(), 


es sei S ga = 9, im iibrigen seien die Funktionen willkiirlich aber bestimmt 


gewahlt. Es existiert dann eine Schar reguldérer Somen-M, mit den natiir- 
lichen Gleichungen (a). Die Somen-M, dieser Schar sind nicht alle kon- 
gruent, sie besitzen aber kongruente Mannigfaltigkeiten begleitender Gewinde. 
Zwei Somen-M, a = a(#) und @=a(#) der Schar sind dann und nur 
dann kongruent, wenn man in der ersten Somen-M, einen natiirlichen Para- 


meter # = + (#—@,) derart einfiihren kann, daB erstens die Differential- 


invarianten S(#), Ri (#), : (®) der ersten Somen-M, mit den zugeordneten 
Differentialinvarianten S(#), ar ( #), : (#) der zweiten Somen-M, iiberein- 
stimmen und daB eweitens in der ersten Somen-M, eine auf den Parameter 
® bezogene aus Soma und begleitendem Dreikant bestehendc Figur existiert, 
die zu der zugeordneten auf den Parameter & bezogencn Figur in der sweiten 
Somen-M, kongruent ist. Greift man aus der Schar eine Somen-M, heraus 
und lapt diese von einem Soma beschreiben, so beschreibt jedes mit dem Soma 
starr verbundene Soma ebenfalls eine Somen-M, der Schar, es werden also 
gleichzeitig co® Somen-M, beschrieben. Unterwirft man diese oo® Somen-M, 
allen Bewegungen, so erhilt man die ganze Schar der Somen-M,, die zu den 
gegebenen natiirlichen Gleichungen gehiren. Ist a = a(#) die Gleichung einer 
Somen-M, der Schar, so ist die ganze Schar gegeben durch die Gleichung 
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(b) a= ua(#)v, 

wo u und » Biquaternionen sind, die den Bedingungen (uu) =1, (vv) =1 
geniigen; jedem Wertsystem u, v entspricht eine Somen-M, der Schar. Sind 
die in den natiirlicnen Gleichungen (a) auftretenden Differentialinvarianten 

1 1 1 

8, S gs B oe S 5 B 
hilt die zugehirige Somen-M,-Schar co” bew. co* Somen-M,; man kann 
die Schar dieser co” bew. co! Somen-M, so in co® bew. co® Teilscharen 
zerlegen, dap jede Teilschar oo* kongruente Somen-M, enthilt und daB Somen- 
M,, die zu verschiedenen Teilscharen gehdren, nicht kongruent sind. 


: nicht alle konstant bzw. alle konstant, so ent- 
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Uber die reellen Zige algebraischer ebener und Raum-Kurven.*) 
Von 


Jutius v. Sz. Nacy in Kolozsvar (Ungarn). 


Wir nennen nach Ch. A. Scott**) Index einer ebenen algebraischen 
Kurve oder eines Zuges die kleinste Anzahl von reellen Punkten, in denen 
die Kurve bzw. der Zug von einer reellen Geraden getroffen werden kann. 
Dementsprechend verstehen wir unter dem Index einer algebraischen Raum- 
kurve oder eines Zuges der Raumkurve die kleinste Anzahl von reellen 
Punkten, in denen eine reelle Ebene die Kurve oder den Zug schneidet. 

Zwei Verfasser haben bisher die méglichen Verbindungen zwischen 
Ordnung, Index und Geschlecht einer algebraischen Kurve untersucht: 
Ch. A. Scott***) und P. Field}+), beide aber nur im Falle ebener alge- 
braischer Kurven. 

Ch. A. Scott zeigt, daB fiir jede Ordnung » solche Kurven vom Ge- 
schlechte Null oder Eins existieren, die einen Zug vom Index n — 2 haben. 
Bei Kurven vom Geschlechte Eins kann auBerdem noch ein einfaches Oval 
(vom Index Null) auftreten. 

Ch. A. Scott beweist auch eine Verallgemeinerung dieses Satzes, die 
wir so ausdriicken kénnen: fiir jede Ordnung » existieren algebraische 


Kurven vom Geschlechte p, die einen Zug vom Index n—2 (Pr | haben, 


wo die eckige Klammer die gréBte ganze Zahl bedeutet, die in ers ent- 
halten ist. 


*) Diese Abhandlung wurde am 15. Februar 1915 vor der dritten Klasse der 
ungarischen Akademie der Wissenschaften vorgelegt. 
**) ,On the Circuits of plane Curves“, Transactions of the Amer. Math. Society 3 
(1902), S. 388—898. 
™ ia @ 
+) ,,On the Circuits of a plane Curve“ I. Mitteilung: Math. Ann. 67, 8. 126—129, 
I]. Mitteilung: Math. Ann. 69, 8. 218—222. 
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Ch. A. Scott beweist ihre Siatze mit Hilfe Cremonascher Transforma- 
tionen der Ebene. Die Kurven, welche die gewiinschten Typen darstellen, 
sind trigonale Kurven, d. h. sie haben eine lineare Schar g,'. 

P. Field wendet in beiden Mitteilungen seiner Arbeit die kivine 
Variation der Kurvenkonstanten an. Er beweist in der ersten Mitteilung, 
daB es fiir jede Ordnung » algebraische Kurven ohne Singularitat gibt, 
die aus einem Zuge vom Index n — 4 gebildet wird. In der 2weiten Mit- 
teilung ist der folgende Satz ausgesprochen: fiir jede Ordnung » existieren 
solche Kurven vom Geschlecht p (lL< p<in—2), die aus Ziigen von der 
Indizessumme » — 2 zusammengesetzt sind. Zu ihnen kann noch ein ein- 
faches Oval hinzutreten. 

Dieser letzte Satz ist aber in der Arbeit von P. Field nicht in seiner 
Allgemeinheit, sondern nur in speziellen Fillen bewiesen. Die Beweis- 
fiihrung fiir den allgemeinen Fall ist nur angedeutet. Die Kurven, durch 
die P. Field die gewiinschten Typen darstellt, sind hyperelliptisch. 

In dieser Abhandlung beweisen wir einige Siitze iiber die reellen 
Ziige und ihre algebraische Darstellung der ebenen algebraischen Kurven 
m* Ordnung mit einem (m— 2)-fachen Punkte. Auf Grund der erhaltenen 
Sitze werden wir durch Cremonasche Transformationen fiir die Indizes 
algebraischer ebener und Raum-Kurven die folgenden Hauptsiitze beweisen: 

Fiir jede Ordnung n existieren solche ebene algebraische Kurven vom 
Geschlechte p (OX p<n—2), die aus p+1 Ziigen von den Indizes 
iy, 4g, --*, 44, susammengesetzt sind, wo die Indizes belicbige nur der 
Gleichung 

itigt--+ +i, —n—2 
geniigende, ganze positive Zahlen sind, unter denen cin Index auch Null sein 
kann (entweder, weil der entsprechende Zug ein einfaches Oval ist, oder, 
weil er iiberhaupt nicht existiert). 

Es gibt fiir jede Ordnung n solche algebraische Kurven vom Geschlechte 
p (OS[psn—3), die aus p+1 Ziigen von den Indizes i,, i,,---, t,,, 
zusammengesetzt sind, wo die Indizes beliebige nur der Gleichung 

ij tig t-+-+i,,,—n—2 
geniigende, ganze positive Zahlen bedeuten kinnen. 

Verstehen wir unter Ordnung eines Zuges von einer ebenen bzw. 
Raum-Kurve die gréBte Anzahl von reellen Punkten, in denen er von 
einer reellen Geraden bzw. von einer reellen Ebene getroffen werden 
kann, so kénnen wir auch den folgenden Satz aussprechen. 

Die Ordnung eines beliebigen Zuges einer algebraischen ebenen und 


Raum-Kurve n“ Ordnung vom Index n—2 ist um Zwei groper als sein 
Index. 
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§ 1. 

Es sei C\"-® eine reelle ebene algebraische Kurve m‘* Ordnung, 
welche einen (m—2)-fachen Punkt und auBerdem hiéchstens einfache 
Doppelpunkte hat. Wir werden den (m—2)-fachen Punkt kurz mit O 
bezeichnen und die Tangenten, welche aus 0 an die Kurve gezogen 
werden (und aufer in O und in den Beriihrungspunkten die Kurve nicht 
treffen), Verzweigungsgeraden und die Geraden, welche den Pankt O mit 
den Doppelpunkten verbinden, Doppelpunktsgeraden nennen. 

Wenn die hyperelliptische Kurve C\"-® das Geschlecht p hat, so ist 
die Anzahl der Verzweigungsgeraden 2p +- 2. 

Wir wollen zuerst besonders solche Kurven C‘"~* untersuchen, deren 
einzige Punktsingularitét ein (m— 2)-facher Punkt mit m—2 verschiedenen 
Tangenten ist. 

Weil eine durch O hindurchgehende Gerade die Kurve C\"~®* (auBer 
in O) héchstens in zwei reellen Punkten schneidet, kann ein Zug der 
Kurve iiber eine Verzweigungsgerade nicht hiniibergreifen. Daraus folgt, 
daB zwischen zwei benachbarten Verzweigungsgeraden nur ein Zug liegen 
kann. Der Zug reicht nur dann in den Raum des Scheitelwinkels der 
Verzweigungsgeraden hiniiber, wenn O auf dem Zuge liegt. 

Die Anzahl der Verzweigungsgeraden, die einen Zug beriihren, ist 
immer gerade. Zum Beweise lassen wir eine Gerade, welche durch O 
hindurehgeht, um O den Winkel a schreiben. Wihrend der Drehung dieser 
Gerade verandert sich die Zahl ibrer reellen Schnittpunkte mit dem Kurven- 
zuge nur dann, wenn die Gerade durch eine Verzweigungsgerade hindurch- 
geht. Die Verinderung besteht in Verschwinden oder Auftreten von zwei 
reellen Schnittpunkten. Weil die Zahl der reellen Schnittpunkte nach 
einer Halbdrehung unverindert bleibt, muB die Anzahl der Verzweigungs- 
geraden, die den Zug beriihren, gerade sein.*) 

Auf Grund dessen gilt der folgende Satz: die Anzahl der reellen Ver- 
zweigungsgeraden, welche einen Zug beriihren, ist Zwei oder Null. Es 
gibt keine reelle Verzweigungsgerade, die den Zug beriihrt, wenn jede 
durch O hindurchgehende Gerade den Zug auBer in O wenigstens in einem 
reellen Punkte schneidet, hingegen gibt es zwei reelle den Zug beriihrende 
Verzweigungsgeraden, wenn eine Gerade existiert, die den Zug aufer in 
m—2 nach O hinfallenden Punkten in keinem reellen Punkte schneidet. 

Aus dem Obigen folgt, daB eine reelle Kurve C’"~*® im Falle, dab 
alle 2p +2 Verzweigungsgeraden reell sind, p+ 1 verschiedene Ziige, 


*) Diese Beweisfiihrung kinnen wir zum Beweis eines allgemeinen Satzes an- 
wenden. Vgl. meine ungarische Abhandlung ,,Uber Kurven vierter Ordnung vom 
Geschlecht Zwei, Mathematikai és Physikai Lapok, Budapest 1915. 
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also die héchste Anzahl von Ziigen, besitzt. Dieser Satz gilt auch in 
seiner Umkehrung, d. h.: wenn alle Ziige einer Kurve C\ -") vom Geschlecht 
p(>1) reell sind, sind auch alle Verzweigungsgeraden reell. 

Eine durch O hindurchgehende Gerade kann niamlich auBer in O 
hichstens zwei von p+ 1 Ziigen schneiden. Nachdem sie die ibrigen 
Ziige nicht schneidet, kénnen wir an diese Ziige reelle beriihrende Ver- 
zweigungsgeraden ziehen. Kine dieser beriihrenden Verzweigungsgeraden 
schneidet die zuerst betrachteten zwei Ziige héchstens in O, also haben 
auch diese beiden Ziige reelle beriihrende Verzweigungsgeraden. 

Allgemeiner: wenn eine Kurve C\“~-* 2h reelle Veraweigungsgeraden 
(h>0) hat, so ist die Anzahl ihrer reellen Ziige h; und wmgekehrt: wenn 
die Anzahl der Ziige von einer Kurve C\“~-* h(>2) ist, so ist die Anzahl 
der reellen Verzweigungsgeraden 2h. 

Der Punkt 0 kann in bezug auf die Ziige einer Kurve C\™~® (mit 
m—2 voneinander verschiedenen Tangenten von Q) dreierlei Lagen be- 
sitzen: er liegt nicht auf dem Zuge, er ist ein einfacher Punkt des Zuges, 
und er ist ein Doppelpunkt des Zuges. Im ersten und letzten Falle ist 
der Zug paar, im zweiten Falle unpaar. 

Wir gehen nun zur algebraischen Darstellung einer Kurve C{"~-® iiber. 

Die Gleichung 
(1) U,,-2(@, y) 2 + U,,(2, y) = 9, 
wo U,,_,(x,y) und U,,(a,y) ganze homogene Funktionen (m—2)*" bzw. 
m*" Grades von x und y sind, die keinen mehrfachen linearen Faktor und 
keinen gemeinsamen Teiler haben, stellt in homogenen (x, y, 2) Koordi- 
naten eine Kurve C(“~-®* dar. 

Die linearen Faktoren der Gleichung 


stellen die 2p + 2 = 2m —2 Verzweigungsgeraden dar. U,,_,(x, y) =0 
ist die Gleichung der m—2 Tangenten des (m—2)-fachen Punktes 
O =(0,0,1). Also sind diese Tangenten Inflexionstangenten. Die Be- 
riihrungspunkte mit den iibrigen (durch die Gleichung U,,(2, y) = 0 dar- 
gestellten) m Verzweigungsgeraden liegen auf der Achse z = 

Wenn die Gleichung (2) 2h reelle lineare Faktoren hat, so hat die 
Kurve C\"-*® h Ziige, wenn alle linearen Faktoren von (2) reell sind, so 
hat die Kurve p+ 1 =m — 1 Ziige. 

Aus der gegenseitigen Lage der Verzweigungsgeraden von U,,_,=0 
und U,,=0 kénnen wir ersehen, ob ein Zug paar oder unpaar ist. Kin 
Zug, dessen beide beriihrende Verzweigungsgeraden den Geraden von 
U,,-: = 0, oder den Geraden von U,, = 0 angehdéren, ist paar. Im ersten 


™m 


Falle ist O ein Doppelpunkt des Zuges, im zweiten Falle ist O kein Punkt 


(2) U _9(2; y) . U,, (#, y) = 0 
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des Zuges. In beiden Fiillen schneidet also jede durch O hindurchgehende 
Gerade den Zug in einer geraden Anzahl von Punkten, d. h. der Zug ist 
paar. Wenn nur eine beriihrende Verzweigungsgerade des Zuges den Ge- 
raden von U,,_, = 0 angehGrt, so ist O fiir den Zug ein einfacher Punkt 
und deshalb schneiden die durch O hindurchgehenden Geraden den Zug 
in 1 oder 3 Punkten (mit O einbegriffen), also der Zug ist unpaar 

Daraus folgt: wenn 0,, 0,, 0, drei nacheinander folgende reelle Ver- 
zweigungsgeraden sind, unter denen 0, den Geraden von U,,_, = 0, 0, und 
o, den Geraden von U,, = 0 angehéren, oder eben umgekehrt, so beriihren 
entweder die Verzweigungsgeraden 0, und 0,, oder die Verzweigungsge- 
raden o, und 0, ‘einen unpaaren Zug. 

Wenn die m — 2 reellen Verzweigungsgeraden von U,,_, =0 von m—2 
reellen Verzweigungsgeraden von U,,=(0 getrennt werden, so hat die 
Kurve C(“-® m—2 unpaare Ziige. AuBerdem kann sie noch ein ein- 
faches Oval haben, das O nicht enthilt, wenn auch die zwei letzten Ge- 
raden von U, = 0 reell sind. Hingegen hat sie keinen anderen Zng, wenn 
diese zwei Geraden imaginiir sind. 

Weil jede reelle Gerade jeden unpaaren Zug wenigstens in einem 
Punkte trifft, schneidet jede reelle Gerade die so dargestellte Kurve C‘"~-* 
in wenigstens m — 2 Punkten. Diese Kurve C\"-*) hat also den Index 
m — 2 und ist aus m — 2 Ziigen vom Index 1 zusammengesetzt, zu denen 
noch ein einfaches Oval hinzutreten kann. 

Wir kénnen leicht solehe Kurven C{”~-* darstellen, deren Ziige alle 
paar sind. In diesem Falle muB m gerade sein. Wir wollen z. B. U 


m—2 
. sia - m—?2 , ‘ 
und U_, so wahlen, dab die ——,, aus benachbarten reellen Verzweigungs- 


: - m—2 
geraden bestehenden Geradenpaare von U,,_, = 0 durch ebenso aus 


9 
benachbarten reellen Geraden bestehende Geradenpaare von U,,=0O ge- 
trennt werden. Damit C\(-* die*erwihnte Eigenschaft habe, ist nur noch 
nétig, daB ein Geradenpaar von U,,_, = 0 die Tangenten eines Zuges sei. 
Wenn dies nicht der Fall ist, so hat jeder Zug, der eine beriihrende Ver- 
zweigungsgerade von U, 
gerade von U, = 0. 
Wenn wir U,,_, und U,, so gewiihlt haben, daB ihre reellen Geraden- 
paare die erwihnte Lage haben, so stellt eine von den Gleichungen 


= 0 hat, die andere beriihrende Verzweigungs- 


m—2 


U,-3(2, y)- 2° + U,, (2, ¥) = 0, U9 (2, y) 2 oe) U,,(2; y) _ 0 


eine Kurve C\-*, 


die p=m-—2 paare Ziige hat, dar, wihrend die 
andere die Gleichung einer Kurve C ““~* mit p unpaaren Ziigen ist. AuBer 
diesen Ziigen tritt noch ein paarer Zug auf, wenn die letzten zwei Ver- 
zweigungsgeraden von U,,=0 auch reell sind, in anderem Falle aber nicht 
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Durch ithnlichen Gedankengang kénnen wir sehr verschiedene C("~* 
Kurven darstellen, bei denen die Anzahl und die Anordnung der paaren 
und unpaaren Ziige sehr mannigfaltig ist. 

Die Gleichung von der Form (1) kann auch solche C\”~* Kurven 
darstellen, bei denen die Tangenten des Punktes O nicht alle verschieden 
sind und noch einfache Doppelpunkte auBer O auftreten. So stellt die 
Gleichung 
(3) Um—2—24,(%, y) Vai (%, y)- 2 + Um—2a,(%, y) > Vi,(a, y) = 9 
eine Kurve C\"-*® vom Geschlechte p = m — 2 — (d,+d,)=m—2—d 
dar. In der Gleichung sollen U,,_»_3.,, Un—24,, Vs, wud Vy, ganze homo- 
gene Funktionen von z und y vom Grade m — 2 — 2d,, m—2d,, d, baw. 
d, und die durch sie dargestellten Geraden alle voneinander und von den 
iibrigen verschieden sein. 

Jetzt spielen die Geraden von U,,_,_,,,=0 und U,_., =0 die 
Rollen, welche die Geraden von U,,_. = 0 und U,, =0 im Falle 


d=d,+d,=0 
gespielt haben. Die linearen Faktoren der Gleichung 
(4 } as -2-—2d, (2, y) ° U,—24,(2; y) - 0 


stellen die Gleichungen der Verzweigungsgeraden dar. Die linearen Fak- 
toren von U,,-:-2¢, = 0 sind die Gleichungen der in O beriihrenden Ver- 
zweigungsgeraden. Die Beriihrungspunkte der von U,,-:«, dargestellten 
Verzweigungsgeraden liegen auf der Achse z = 0. 

Wenn Vz, nicht konstant ist, so gibt es unter den durch O hindurch- 
gehenden unpaaren oder paaren Ziigen auch solche, die in O héhere 
Singularitiit haben. Wir kénnen uns von ihrer Entstehung einen Begriff 
verschaffen, wenn wir das Quadrat eines linearen Faktors von V,7(z, y) 
als Grenze von zwei zueinander sehr nabe liegenden Verzweigungsgeraden 
von U,,_,=0 betrachten. Die héhere Singularitiit entsteht also in O 
derart, daB wir eine Verzweigungsgerade von U,,_, = 0 eines Zuges in 
eine benachbarte Verzweigungsgerade des niichstliegenden Zuges fallen 
lassen, die zweite Verzweigungsgerade des zweiten Zuges mit der niichst- 
liegenden Verzweigungsgeraden des dritten Zuges zusammenfallen lassen, 
usw., vorausgesetzt, daf alle diese Verzweigungsgeraden zu den Strahlen 
von U,,_, = 0 gehéren. So erhalten wir einen einzigen Zug statt 2, 3,... 
Ziigen. Wir wollen nun diesen Zug so auffassen, dab er in O auBer 
seinem urspriinglichen einfachen oder Doppelpunkte noch 1, 2, ... Doppel- 
punkte hat. Dementsprechend wollen wir die Geraden von V,, = 0 auch 
als Doppelpunktsgeraden betrachten, die aus 0 zu den nach O fallenden 
Doppelpunkten gehen. 
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Die Gleichung V,,—0 ist die Gleichung der Doppelpunktsgeraden, 
die aus 0 zu den auBer O liegenden Doppelpunkten gehen. Diese Doppel- 
punkte liegen auf der Achse z = 0. 

Die Gleichung 


(5) Va, (a, y)- Va,(2, y) = 0 


stellt die simtlichen Doppelpunktsgeraden dar. 

Wir kénnen die Uberlegungen, die wir bei einer Kurve C"-* ge- 
macht haben, ohne Verinderung oder durch eine kleine Verinderung auch 
auf eine Kurve (3) anwenden. Durch die geeignete Wahl der Verzweigungs- 
geraden (4) kénnen wir z. B. auch durch die Gleichung (3) eine Kurve 
C—-®* darstellen, die p paare oder p unpaare Ziige hat, zu denen noch 
ein Zug hinzutritt, wenn er unpaar sein mu, oder hinzutreten kann, 
wenn er paar sein kann; usw. 

Die d Doppelpunkte kénnen auf den Ziigen der Kurve C“~®* in ver- 
schiedener Art liegen. Wir kénnen einen Zug darstellen, auf dem d’<d 
reelle Doppelpunkte liegen. In diesem Falle miissen wir die der Glei- 
chung (5) entsprechenden Doppelpunktsgeraden so wiahlen, dab die d’ 
Doppelpunktsgeraden zwischen zwei sich beriihrende Verzweigungsgeraden 
eines Zuges fallen. 

In abnlicher Weise kénnen wir solche C\"~*) Kurven darstellen, die 
auf einem Zuge d,, auf einem zweiten d,, auf einem dritten d,, usw. reelle 
Doppelpunkte haben, wo 

d,+d,+d,+---sd 
ist. 

Wir nennen der Kiirze halber den kleinsten paaren oder unpaaren 
Teil eines Zuges von einer Kurve C{"~*, der durch jede reelle Gerade 
auBer in O noch in zwei oder null Punkten geschnitten wird, einen paaren 
bzw. unpaaren Zweig des Zuges. Von diesen Zweigen kénnen wir uns 
leicht eine klare Vorstellung verschaffen, wenn wir die zusammenfallenden 
Geradenpaare von V?-V?—0 als Grenzgeraden von zwei voneinander 
wenig verschiedenen Verzweigungsgeraden betrachten. So entspricht ein 
paarer oder unpaarer Zweig einer Kurve C{"-* einem paaren bzw. un- 
paaren Zuge einer Kurve C{"-* ohne Doppelpunkte. 

Wenn die Verzweigungsgeraden eines Zuges 0, und 0, sind und wenn 
die Doppelpunktsgeraden, die aus 0 zu den auf dem Zuge liegenden 
Doppelpunkten gehen, von 0, nach 0, der Reihe nach 4,, 0,,---,d, (d@’<d) 
sind, so ist der Zug aus so viel paaren Zweigen zusammengesetzt, wie 
vielmal zwei solche Geraden in der Reihe 


%, 6, 0, “oy by, 02 


folgen, die beide den Geraden von U,,_,_»,,-V,, = 0 oder beide den Geraden 
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von U,,_94,°V4,= 0 angehéren. Der Zug hat auberdem so viele unpaare 
Zweige, wie vielmal zwei solche Geraden in der Reihe nacheinander folgen, 
deren eine den Geraden von U,,_;_24,:V,,= 0, die andere aber den Ge- 
raden von U,,_»,-V,,=Q angehért. Die Anzahl der unpaaren Zweige 
eines paaren Zuges ist immer gerade. 

Nach dem Obigen kénnen wir den folgenden Satz aussprechen: fiir 
jede gerade Ordnung m existieren solche reelle ebene algebraische Kurven 
Cx"-® vem Geschlechte p= m — 2 —d (mit einem (m — 2)-fachen Punkte), 
deren erster Zug aus d,+ 1, deren sweiter Zug aus d,+ 1, deren letzter 
Zug aus d,,,+1 paaren Zweigen zusammengesetet ist. (Statt eines ein- 
zigen paaren Zweigpaares kann vielleicht ein Paar unpaarer Zweige auf- 
treten.) Die Zahlen d; sind ganz beliebige, nur der Gleichung 


d,+d,t+---+a,,,=d 


geniigende nicht negative ganze Zahlen. 

Der Satz bleibt auch dann giiltig, wenn, im Falle d,,, = 0, der 
letate Zug fehlt. 

Auf Grund der vorigen Untersuchungen kénnten wir leicht viel all- 
gemeinere Siitze fiir Kurven C{"~-* aussprechen, fiir welche Kurven die 
Anzahl der reellen Doppelpunkte, die Anordnung der paaren und unpaaren 
Ziige und die Anordnung ihrer paaren und unpaaren Zweige sehr ver- 
schieden sein kénnen. 

Es wird aber in den folgenden Paragraphen nur iiber solehe Kurven 


Ci-*) gehandelt, welche die im letzten Satze erwaihnten Eigenschaften 
haben. 
§ 2. 


In diesem Paragraphen wollen wir auf Grund der vorigen Auseinander- 
setzungen einige mégliche Relationen zwischen Ordnung, Geschlecht und 
Index einer reellen ebenen algebraischen Kurve und ihrer Ziige zeigen. 

Diese Zusammenhiinge beweisen wir so, dab wir eine Kurve C{™~* 
durch eine Jonquiéressche Transformation in eine geeignete andere Kurve 
iibergehen lassen. Die Jonquiéressche Transformation ist, wie bekannt, 
eine Cremonasche Transformation g** Ordnung, die einen (gq — 1)-fachen 
Fundamentalpunkt und 2(q—1) einfache Fundamentalpunkte hat. 

Im folgenden werden wir eine Jonquiéressche Transformation (m—1)** 
Ordnung anwenden. Dies Transformation kénnen wir aber, wie wir am 
Ende dieses Paragraphen zeigen werden, durch eine von niedrigerer Ord- 
nung ersetzen. 

Es sei C\"-* eine solche Kurve mit p+ 1 paaren Ziige, deren Ziige — 
ausgenommen héchstens einen, der zwei unpaare Ziige enthalten kann — 
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aus nur paaren Zweigen zusammengesetzt sind. Fiir solehe Kurven C\-* 
gilt der letzte Satz des vorigen Paragraphen. 

Es seien auf dem ersten Zuge d,, auf dem zweiten d,, usw., auf 
dem letzten, der nur paare Zweige enthalten soll (wenn er existiert), d,,, 
reelle Doppelpunkte und es sei 

d, +&+---+4,,, =, 
Dann ist der erste Zug aus d, +1, der zweite aus ¢, +1, der letzte (wenn 
er existiert) aus d,,,+ 1 paaren Zweigen zusammengesetzt. Ein Zug kann 
aber statt zwei paarer Zweige zwei unpaare Zweige enthalten. 

Es seien e, und f, (k=1,2,---,p+1) beliebige nicht negative ganze 
Zablen, die den Gleichungen 


dj+1l=—e+h,4+1—4&+h,--,d,+1—4+f,, 
d 


p+ 


6) 
”) = Car thes 

Geniige leisten. Wir fordern nur, daB die Zahl f, die sich auf den Zug mit 
zwei unpaaren Zweigen bezieht, > 2 sei. 

Wir legen den (m—2)-fachen Fundamentalpunkt des Jonquiéresschen 
Netzes in den (m—2)-fachen Punkt O unserer Kurve C{"-*®. Unter den 
2(m— 2) einfachen Fundamentalpunkten legen wir e, Punkte in das Innere 
von ¢, paaren Zweigen des k*" Zuges und f, Punkte auf die iibrigen 
paaren Zweige desselben Zuges, wenn aber der Zug zwei unpaare Zweig> 
hat, so legen wir auf einen unpaaren Zweig zwei Fundamentalpunkte, auf 
den anderen jedoch keinen. Wir wollen auch fiir k = 1,2,--+,p+ 1 so 
verfahren. Die iibrigbleibenden m— 2 Fundamentalpunkte kénnen wir 
beliebig auf den letzten, von Fundamentalpunkten freien paaren Zweig des 
letzten Zuges, wenn dieser Zug iiberhaupt existiert, oder auf einen paaren 
Zweig, auf dem ein Fundamentalpunkt liegt, oder auf einen unpaaren 
Zweig legen. 

Wenn die Fundamentalpunkte in allgemeiner Lage so versetzt sind, 
dann fibrt die Jonquiéressche Transformation unsere Kurve C{"-* in eine 
Kurve n** Ordnung itiber, wo nm die Anzahl der veriinderlichen Schnitt- 
punkte ist, in denen die Kurve C{”~* durch die Kurven des transformieren- 
den Netzes getroffen wird. Dementsprechend ist 


n= m(m—1)—(m—2)?— (fit+ht---+h41) —(m—2) = 2m—2—-f, 
wo, wie im Folgenden immer 


P—fitt to thet hoas 

ist. Unsere Kurve n‘** Ordnung wird von einer beliebigen reellen Gerade 
in so viel reellen Punkten geschnitten, wie die Kurve C{"-*® von der 
entsprechenden Kurve des Jonquiéresschen Netzes auBer in den Funda- 
mentalpunkten getroffen wird. Eine reelle Kurve des Netzes schneidet 
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auBer in den Fundamentalpunkten jeden paaren Zweig, dessen Inneres 
einen Fundamentalpunkt enthalt, in wenigstens zwei reellen Punkten, weil 
die Kurve des Netzes unikursal ist und auBerhalb des Zweiges noch reelle 
Punkte hat. Sie schneidet jeden paaren Zweig, auf dem eine ungerade 
Anzahl von Fundamentalpunkten liegt, noch in wenigstens einem Punkte 
und schneidet jeden unpaaren Zweig, der eine gerade Anzahl von Funda- 
mentalpunkten enthilt, weil die Kurve des Netzes ungerader Ordnung ist, 
noch wenigstens in einem Punkte. Hingegen wird ein paarer Zweig, auf 
dem eine gerade Anzahl von Fundamentalpunkten liegt, von der Kurve 
nicht notwendig in reellen Punkten geschnitten. Dies folgt aus dem Satze, 
daB zwei Ziige sich in einer geraden oder ungeraden Anzahl von Punkten 
schneiden, je nachdem wenigstens der eine der beiden Ziige ein paarer ist, 
oder beide unpaar. 

Bezeichnen wir den Index der entsprechenden Ziige mit #,, 7,, ---, 4, ,1, 
den Index der Kurven n* Ordnung mit i, dann ist 
ij >2e+h, = 2Q+h,--s bp 41 => 241 + fess 
und 
i> E+ +H S2Q +h +2 tht + 26.1. +has 

= 2(e, +f, +&+ fs - “2° Faas + fou) ~f 

> 2(m—2) —f=n—2. 


Weil aber 
i<n—2 
ist, ist darum 
" — ; ee ee ee 
(7) i=t,+%+ +i mn—2 
und 
_— —_= ae, J 
= 2, + hy by = Cy + fey ++ Mpa = 26541 + Seat 


Aus der Gleichung (7) ist der Index des ersten Zuges 
i, =n — 2 — (i, +4, +--+ +i,,;)- 

Dieser Index nimmt bei unserer Kurve n‘* Ordnung den gréBten Wert an, 
wenn das subtrahierende Glied der rechten Seite am kleinsten ist, d. h. wenn 
ip =ig—---=—i,=—1 und i,,,=0 

ist. In diesem Falle ist 
i, =n—2—(p—1)=n—-1-p, 
angenommen, dab p> 0 ist. 
_ Fir die Ordnungen m, der Ziige gelten offenbar die Relationen 
m,>t,+2 (k= 1,2,---,p +1). 
Hier kénnen aber die Ungleichungszeichen nicht bestehen. Nehmen wir 


nimlich an, daB das Ungleichungszeichen fiir einen Zug bestehen kénnte, 
Mathematisehe Annalen. LXXVII. 28 
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so wire eine solche Gerade méglich, welche die Kurve n“* Ordnung 
wenigstens in einer Anzahl von 


eS cod aoe + ; Mage S 
t, +t, + rept mths 4t +4, >8 


reellen Punkten schneidet. Dies ist aber unméglich, wenn die Kurve n“* 
Ordnung, oder die urspriingliche Kurve C{"~-* irreduzibel ist. 


“mm 


Wir bemerken noch, daB der Index i,,, auch Null sein kann, weil 
€np41 + foe: = 4,41 Verschwinden kann. Wenn d,,,—0 ist, so ist der 
letzte Zug entweder ein einfaches Oval, oder er existiert nicht. 

Auf Grund des letzten Satzes des vorigen Paragraphen kénnen wir 
unsere Ergebnisse so zusammenfassen: 

Fiir jede Ordnung n existieren solche ebene algebraische Kurven vom 
Geschlechte p (0X p<n—2), die aus p+1 Ziigen von den Indizes 
is, ty, +++, 444 susammengesetat sind, wo die Indizes beliebige nur der 
Gleichung 


iittgt---+ =n—2 


p+t 
geniigende ganze positive Zahlen, unter denen ein Index auch Null sein kann, 
entweder weil der entsprechende Zug ein einfaches Oval, oder weil er iiber- 
haupt nicht existiert. 

Die Ordnungen der Ziige sind in diesem Falle um Zwei grifer, als 
thre Indizes. Ein Zug kann auch vom Index n — p — 1 sein und dann sind 
die iibrigen Ziige vom Index Eins, ausgenommen nur einen, welcher fehlen, 
oder vom Index Null sein kann. 

Fiir das Geschlecht Eins ist unser Satz der folgende: 

Fiir jede Ordnung n (> 3) gibt es solche Kurven vom Geschlechte Eins, 
die aus zwei Ziigen mit den Indizes i, und i, zusammengesetat sind, wo die 
Zahlen i, und i, nur der Gleichung 


i t= n—2 
geniigende nicht negative ganze Zahlen sind. Der eine Index kann auch der- 


art Null werden, daB der entsprechende Zug fehlt. 

Dieser Satz enthalt den Satz von Ch. A. Scott und sagt mehr aus, als 
dieser Satz. 

Fiir Kurven vom Geschlechte Zwei ist unser Satz wie folgt: 

Fiir jede Ordnung n (> 4) existieren Kurven vom Geschlechte Zwei, 
die aus Ziigen von den der Gleichung 


ititi,—n—2 
geniigenden Indizes i,, i,, i, zusammengesetet sind, wo die Indizes sonst be- 
liebige nicht negative ganze Zahlen, aber zwei von ihnen nicht auf einmal 


gleich Null sind. 


Der Satz gilt auch dann, wenn ein Zug nicht existiert. 
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Speziell gibt es fiir jede Ordnung n(>4) Kurven vom Geschlechte 
Zwei, die aus einem Zuge vom Index n—3 und einem vom Index Eins 
bestehen, zu denen noch ein einfaches Oval hinzutreten kann. 

Der entsprechende Satz von Ch. A. Scott spricht nur die Existenz 
eines Zuges vom Index n — 4 aus. 

Es wire nicht schwer unsere Siitze fiir den Fall zu verallgemeinern, 
wo die Kurve n** Ordnung vom Index x 
n—2h>0 statt n — 2 ist. 

Die Jonquiéressche Transformation (m—1)*" Ordnung kénnen wir 
durch eine (m—h)*** Ordnung ersetzen, deren (m—h—1)-facher Funda- 
mentalpunkt im Pankt O von C\~—®* liegt. Wir wollen die 2(m—h—1) ein- 
fachen Fundamentalpunkte dieser Transformation so verlegen, wie bei der 
Transformation (m— 1)** Ordnung, nur mit dem Unterschiede, daB wir 
im Falle, dab m—h gerade ist, auf den unpaaren Zweigen eine un- 


gerade Anzahl von Fundamentalpunkten legen miissen. Wir miissen aber h 
so wihlen, daB 


— 4, n—6 oder im allgemeinen 


m—2h>0, dh h<™ 


= 9 
§ 3. 
Wir wollen nun die Sitze des vorigen Paragraphen, die fiir die In- 


dizes ebener algebraischer Kurven giiltig sind, auf algebraische Raumkurven 
ausdehnen. 


Es sei Ci“-* wieder eine Kurve m** Ordnung, die nur — héchstens 
zwei unpaare Zweige ausgenommen — aus paaren Zweigen zusammen- 


gesetzt ist. Die Kurve C{"-* soll d voneinander verschiedene und nur 
reelle Doppelpunkte und p + 1 Zweige haben. Wir verlangen aber jetzt, 
daB die p + 1 Ziige wirklich existieren. 

Wir legen auf dem ersten Zuge d,, auf dem zweiten d,, auf dem 
letzten d,,, Doppelpunkte. Die Zablen e, und /, sollen dieselbe Bedeutung 
haben, wie vorher. 

Wir legen den (m—2)-fachen Fundamentalpunkt eines dreidimen- 
sionalen linearen Systems von Kurven in den Punkt 0. Das System soll 
auBerdem noch 2(m—2)—1 einfache Fundamentalpunkte haben. Die m—2 
ersten Fundamentalpunkte sollen ganz so liegen, wie in dem vorigen Para- 
graphen, die iibrigen m— 3 Fundamentalpunkte sollen auf dem letzten von 
Fundamentalpunkten freien paaren Zweig, der jetzt reell ist, liegen. 

Es sei 


(8)+ Ag+ Py (x, y, 2) + Ay Hy (%, Y, 2) + Ag: Py (ay 2) + ds * P3(%, Y, 2) = 0 


die Gleichung des linearen Systems von Kurven, wo @, 9, Pg, Ps reelle 


9a * 
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voneinander linear unabhingige unikursale Kurven (m—1)** Ordnung und 
doy Ay» Ag, 45 unabhangige Parameter sind. 
Die birationale Transformation 


So 1 § Ss 


Po (X,Y, 2) a PY, (L,Y, 2 = , (2, y, 2) bs Ps\2, Y, 2) 


fiihrt die Kurve C\"-* in eine Raumkurve n** Ordnung fiber, wo 
4 4 ? 


n = m(m—1) — (m—2)?— (f,+f.+---+h41) — (m—3) = 2m —-1-—fF 


ist. 

Eine reelle Ebene schneidet die Raumkurve in so vielen reellen Punkten, 
wie die entsprechende unikursale Kurve (m—1)** Ordnung von dem 
linearen Kurvensystem die Kurve C{"-*. Eine Kurve des Systems schneidet 
jeden paaren Zweig der Kurve Cj~-*, der einen Fundamentalpunkt im 
Innern enthalt, wenigstens in zwei reellen Punkten, jeden paaren Zweig, 
auf dem eine ungerade Anzahl von Fundamentalpunkten liegt, oder jeden 
unpaaren Zweig, auf dem eine gerade Anzahl von Fundamentalpunkten 
liegt, wenigstens noch in einem reellen Punkte. 

Es sei i, der Index des h*" Zuges der Raumkurve (k = 1,2,---,p +1), 
dann ist 


aa BR eee ee >9 ae 
S24 +h, 4a 24Q +h, »% 226 +h tue 26,41 thai tl 
und 
">; : ed : > %e Fo aie ee = 
tout+ht: +44:224 +f, r 2, + fy + + 2¢,+f, + 26,4, 
+ foi t+ 1 
=> 2m —3—f=n—2. 
Weil aber immer 
i<n—2 

ist, so ist auch 

. ~~ oa Wn joulra bad . 

i=—n— 2, 41= 26 +f, yg = 244+ fy, 1% Ze, + fy» 


toga = 26,41 + faa. +1. 


Die Ordnung eines Zuges ist um Zwei gréBer, als sein Index. Diesen 
Satz kénnen wir ganz so beweisen, wie im vorigen Paragraphen. 
Aus der Gleichung 


i, =n —2— (i, +4,+---+4,,;) 
erhalten wir fiir den Maximalindex eines Zuges 


i, =n—2—p; 
dann sind aber 


ptt 
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Auf Grund des Vorigen kénnen wir den folgenden Satz aussprechen: 

Es gibt fiir jede Ordnung solche algebraische Raumkurven vom Ge- 
schlechte p (O<p<n—3), die aus p+ 1 Ziigen von den Indizes i,, ig, - - 
-+>4,4, eusammengesetet sind, wo die Indizes beliebige nur der Gleichung 


ij tig t+---+i,,,—=n—2 


geniigende, ganze positive Zahlen bedeuten kinnen. Die Ordnungen der Ziige 
sind in diesem Falle um zwei grofer als ihre Indizes. 

Wir kénnen das lineare Kurvensystem (8) durch ein System von 
Kurven niedrigerer Ordnung ebenso, wie im vorigen Paragraphen ersetzen. 
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Die Michtigkeit der Borelschen Mengen. 


Von 


F. Hausporrr in Greifswald. 


Ein System von Mengen, dem auch die Summe 
M, = S(M,, M,, Msg, - - -) 
von abzihlbar vielen Mengen des Systems angehért, heiBe ein o-System; 
ein System, dem auch der Durchschnitt 
M,; = D(M,, M,, My, - - -) 
von abzihlbar vielen Mengen des Systems angehért, heiBe ein d-System; 
ein System, das beide Eigenschaften hat, ein (6d)-System. Wir bilden 
das kleinste (od)-System, dem alle Gebiete*) angehéren, und bezeichnen 
die Mengen dieses Systems als Borelsche Mengen. Wir wollen der Einfach- 
heit wegen annehmen, da es sich um Punktmengen in einem euklidischen 
Raume von beliebig vielen Dimensionen handelt (auf andere Riume, in 
denen unsere Betrachtungen giiltig bleiben, wird an einigen Stellen hin- 
gewiesen); da man dann auch von Wiirfeln statt von Gebieten ausgehen 
kann, so haben die Borelschen Mengen, wenigstens die beschriinkten und 
gewisse unbeschrinkte unter ihnen,**) ein Lebesguesches Mab und werden 
bekanntlich ,im Borelschen Sinne meBbar“ (mesurables B) genannt. Zu 
den Borelschen Mengen gehéren der Reihe nach: 
(1) die Gebiete G, 
(2) die Durchschnitte G; aus abziihlbar vielen Gebieten (die Sammen 


G, aus abzahlbar vielen, ja sogar die Summen aus beliebig vielen Ge- 
bieten sind selbst wieder Gebiete), 


*) Wie in meinem Buche: Grundziige der Mengenlehre (Leipzig 1914), das ich 
unter der Abkiirzung G. d. M. zitiere, verstehe ich unter einem Gebiet eine Menge, 
die nur innere Punkte hat (aber, im Gegensatz zum iiblichen Sprachgebrauch, nicht 
notwendig zusammenhingend ist), also das Komplement einer abgeschlossenen Menge. 

**) Nach der MaBtheorie von C. Carathéodory: Uber das lineare MaS von Punkt- 


mengen, Gétt. Nachr. (1914), die auch das MaB o zulii®t, sind alle Borelschen 
Mengen meBbar. 
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(3) die Summen G,, aus abziihlbar vielen Mengen G,; (die Durch- 
schnitte G;; aus solehen sind wieder Mengen G;), 

(4) die Durehschnitte Gj,5 aus abzihlbar vielen Mengen Gs, und so 
fort fiir endliche Indizes, dann weiter 

(@) die Durchsehnitte aus abzihlbar vielen Mengen der Klassen 
(1) (2) (5) weep 

(@+-1) die Summen aus abzihlbar vielen Mengen der Klasse (@) 
und so fort fiir transfinite Indizes der zweiten Cantorschen Zahlenklasse. 
Um dies Bildungsgesetz zu priizisieren, definieren wir also fiir jede Ord- 
nungszahl « (lL<a@<Q) durch Induktion felgendermaBen eine Mengen- 
klasse (a): 

Zur Klasse (1) gehéren die Gebiete. 

Fiir ungerades « = 28 + 1>1 gehédren zur Klasse (@) die Summen 
aus abzihlbar vielen Mengen von niederen Klassen (&), § < a. 

Fiir gerades « = 28 gehéren zur Klasse («) die Durchschnitte aus 
abzihlbar vielen Mengen von niederen Klassen (£), § < a. 

Die Mengen aller Klassen (@) und nur diese sind die Borelschen 
Mengen. Jede Borelsche Menge gehért einer niedrigsten Klasse und dann 
allen folgenden an, da man ja 


M = Sm, M, M, -- )= (mM, M, M, Si ‘) 


schreiben kann. Infolgedessen ist es offenbar erlaubt, jede ungerade Klasse 
(«)=(28+1) fir @>1 aus den Summen und jede gerade Klasse 
(a) = (28+ 2), deren Index keine Limeszahl ist, aus den Durchschnitten 
von *bzihlbar vielen Mengen der unmittelbar vorhergehenden Klasse (« — 1) 
zu bilden, wie wir oben bei Aufstellung der ersten Klassen getan haben; 
oder es ist auch, wie wir nachher tun wollen, erlaubt, jede ungerade 
Klasse (@) aus den Summen von abzihlbar vielen Mengen gerader Klassen 
(€) und jede gerade Klasse («) aus den Durchschnitten von abzihlbar 
vielen Mengen ungerader Klassen (€) zu bilden (§ <a). 

Man kann bei der Darstellung der Borelschen Mengen auch von ab- 
geschlossenen Mengen statt von Gebieten ausgehen. Wir bilden die Klasse 
[«| aus den Komplementen der Mengen der Klasse (@), so daB sich hier 
die folgenden Klassen ergeben: 

[1] die abgeschlossenen Mengen F, 

[2] die Summen J’, aus abzihlbar vielen abgeschlossenen Mengen, 

[3] die Durehschnitte F,; aus abzihlbar vielen Mengen F',, 

[4] die Summen F’,,, aus abzihlbar vielen Mengen F,, 
usf.; man hat in allem Vorhergehenden nur die beiden Operationen Summe 
und Durchschnitt zu vertauschen. Diese Komplemente der Borelschen 
Mengen sind aber wieder die Borelschen Mengen, nur in einer etwas 
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anderen Klasseneinteilung; denn da jedes F ein G; und jedes G ein F, 
ist (das gilt in jedem metrischen Raume; G.d.M., 8. 306), so ist die 
Klasse [a] in der Klasse (a+ 1) und die Klasse («) in der Klasse [a + 1] 
enthalten. 

Summe und Durchschnitt von zwei (oder endlich vielen) Mengen der 
Klasse (a) ist wieder von dieser Klasse. Wenn diese Eigenschaft nimlich 
einem System von Mengen M zukommt, so kommt sie auch den Mengen 
M, und den Mengen M; zu; sie iibertrigt sich also von den Gebieten 
auf alle folgenden Klassen. In diesem Falle kann man die M, als Summen 
aufsteigender Mengenfolgen darstellen, d. h. 

M, = $(M,, M,, M,,---), MCMC MC--- 

annehmen, indem man andernfalls M, durch $(M,, M,,---, M,) ersetzt, 
welche Summe wieder ein M ist; ebenso die M, als Durchschnitte ab- 
steigender Mengenfolgen. Die Differenz zweier Mengen der Klasse (a) ist 
Durchschnitt einer Menge der Klasse (a) mit einer Menge der Klasse [a], 
also Durchschnitt von zwei speziellen Mengen der Klasse (@ +1), demnach 
selbst von der Klasse («+ 1), tibrigens ebenso von der Klasse [a + 1]. 
Alles dies gilt auch von den Komplementklassen [«]. 

Man kann die Frage aufwerfen, ob die wiederholte Summen- und 
Durchschnittsbildung wirklich zu immer neuen Mengen fiihrt; es kénnte 
ja sein, daB schon eine bestimmte Klasse (a) ein (66)-System ist, so dab 
alle Borelschen Mengen in Wahrheit von dieser oder noch geringerer 
Klasse waren. Das hiingt natiirlich von dem Raume ab, dem unsere 
Mengen angehéren; in einem Raum mit nur abzahibar vielen Punkten 
wire jede Punktmenge héchstens abzahlbar, also ein F’,. Im euklidischen 
Raum existieren aber Borelsche Mengen von beliebig hoher Klasse, die 
sich nicht auf solche niederer Klasse reduzieren: das geht aus dem Zu- 
sammenhang*) der Borelschen Mengen mit den Baireschen Funktionen 
und aus dem (a.a. O. bewiesenen) Satz von H. Lebesgue hervor, daB es 
Bairesche Funktionen beliebig hoher Klasse gibt, die sich nicht auf solche 
niederer Klasse reduzieren. 

Um ein paar Beispiele von (linearen) Borelschen Mengen zu nennen: 
die Menge der rationalen Zahlen ist ein F,, aber kein G;, da sonst auch 
ihr Komplement ein F, und beide von erster Kategorie wiren; die Funk- 
tion f(x), die fiir rationales x gleich 1, fiir irrationales gleich 0 ist, ist 
eine Bairesche Funktion zweiter und nicht geringerer Klasse, d. h. sie ist 
zweifacher Limes (Limes von Limites) stetiger Funktionen, aber nicht 


*) H. Lebesgue, Sur les fonctions représentables analytiquement, Journ. de 
Math. (6) 1 (1905); W.H. Young, On functions and their associated sets of points, 
Proc. London Math. Soc. (2) 12 (1912). 
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einfacher. Die Menge der irrationalen Zahlen, in deren Kettenbruchent- 
wicklung die Teilnenner nach oo divergieren, ist ein F,5, aber kein Gjq; 
die Funktion, die in dieser Menge = 1 und sonst = 0 ist, ist eine Baire- 
sche Funktion dritter und nicht geringerer Klasse*). 

, Wir kommen nun zum Zweck dieser Mitteilung, nimlich zum Be- 
weis des Satzes: 

Jede Borelsche Menge ist entweder endlich oder abzihlbar oder 
von der Michtigkeit des Kontinuums. 

Dies war bisher fiir die abgeschlossenen Mengen F' durch G. Cantor, 
fir die Gebietsdurchschnitte G; durch W.H. Young bekannt; ich hatte 
es (G. d. M., 8. 465) noch fiir die Gj,5 bewiesen, wonach es fiir die Gjoio 
trivial ist. Insgesamt ergibt dies die Giiltigkeit des Satzes fiir die Mengen 


G, G5, Gia, Gia; Giada und F, FF, Fos; Foéc 


bis zu den Klassen (5) und [4], also z. B. auch fiir Differenzen von zwei 
Mengen aus den Klassen bis (4) und [4]. Das obige Theorem, fiir die 
Borelschen Mengen aller Klassen mit endlichem oder unendlichem Index 
giiltig, ist also eine sehr weitgehende Verallgemeinerung der bisher be- 
kannten Miachtigkeitssitze. 

Wir nehmen die von den Gebieten ausgehende Darstellung der Borel- 
schen Mengen zu Hilfe und bezeichnen die Klasse (€) einfacher mit &; 
wir erinnern uns ferner, daB Mengen gerader Klasse als Durchschnitte 
aus Mengen ungerader Klasse, diese als Summen aus Mengen gerader 
Klasse dargestellt werden konnten, und daB wir die Summen aus auf- 
steigend geo:dneten Summanden bilden durften. Es geniigt, den Miachtig- 
keitssatz fiir die Mengen gerader Klasse zu beweisen. Eine Menge A von 
gerader Klasse £ stellt sich so dar: 


A=D(A,, A,, ---) = 9,A,, 


A, von ungerader Klasse §;< & Insoweit £1, A, ein Gebiet ist, ist 
die Zerlegung beendet; fiir &; > 1 ist 


= €(A!, A?, ---) = 6, A’ 
A? von gerader Klasse &? < &. Weiter ist 


A? _ (Ai, Ais) pum, A’ 


ik? 


A?, von ungerader Klasse §*, < §?. Wenn £7, > 1, ist sodann 


AP = SAP, AP = © A?! 


ik? ao °*') q. tk? 


*) R. Baire, Sur la représentation des fonctions discontinues, Acta Math, 30 
(1906). 
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danach wieder 


Att = D(A?! Ate oo D, Ai; 


aki 


usw. Wie nun aber auch die natiirlichen Zahlenfolgen ikl---, pqr--- 


gewahlt sein mégen, so mu unter den ungeraden abnehmenden Ordnungs- 
zahlen 


cP? 
Viki 


§, > 83, > 
nach einer endlichen Zahl von Schritten die Zahi 1, also unter den ent- 
sprechenden Mengen ein Gebiet auftreten (iibrigens kann natiirlich auch 
eine Menge gerader Klasse sich auf eine Menge niederer Klasse, insbe- 
sondere auf ein Gebiet reduzieren). Wir nahmen soeben mit dem Er- 
scheinen eines Gebiets die Zerlegung als beendet an, wollen aber jetzt lieber 
verabreden, daB wir sie auch dann gemiB der Formel 

G = 6(G, G, G, ---)=— 29(G, G, G,---) 


fortsetzen; wenn z. B. A’, = G, so soll auch 


Ai, om A’ pe a: ~ yo =—-- mG 
sein. Auf diese Weise sind alle Mengen, sowohl die mit gleich vielen 
oberen (Summen-) und unteren (Durchschnitts-)Indizes, wie auch die mit 


einem unteren Index mehr, definiert, und es muB auch in der Reihe der 
Mengen 
A, Me Mee 
schlieBlich ein Gebiet auftreten. 
Nehmen wir nun an, A sei unabzihlbar. Wegen A C 4, = ©, A® ist 
A = S,D(A, At); unter diesen abzéhlbar vielen Summanden muB sich 
also gewif ein unabziihlbarer befinden, etwa D (A, A”). Es seien 2,, 2, 


zwei Verdichtungspunkte*) von und in dieser Menge; wir umgeben sie 
als Mittelpunkte mit abgeschlossenen Kugeln V,, V,, die keinen Punkt 


gemein haben und, falls A‘' ein Gebiet ist, diesem Gebiet angehiren, also 
(@) Vi + Vs Ay; 


die beigesetzte Bezeichnung (G) soll, wie auch im folgenden, bedeuten, 


*) a heiBt Verdichtungspunkt von M, wenn in jeder Umgebung von x unab- 
zihlbar viele Punkte von M liegen. Im euklidischen Raum (allgemeiner in einem 
metrischen Raum mit abzihlbarer dichter Teilmenge) hat jede unabzihlbare Menge 
Verdichtungspunkte, und alle bis auf héchstens abzihlbar viele gehéren ihr selbst 
an. — Eine ,,abgeschlossene Kugel‘ V mit dem Mittelpunkt x and dem Radius ¢ ist 
die Menge der Punkte, die von az eine Entfernung <¢ haben, ein ,,Kugelgebiet* U 
die Menge der Punkte, die von x eine Entfernung < haben. 
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daB die betreffende Ungleichung dann und nur dann gefordert wird, wenn 
die rechtsstehende Menge ein Gebiet ist. In diesem Falle kann ja die 


obige Bedingung gestellt werden, da z,, 2, Punkte von Aj* sind. Sind 
U,, U, die zu V,, V, gehérigen Kugelgebiete mit denselben Mittelpunkten 


und Radien, so ist 


D(U, 


a? 


A, A®) 
unabzihlbar fiir «= 1,2 (im folgenden sollen «, 8, y,--- beliebige von 
den Ziffern 1,2 sein). 

Diese Menge ist nun C A, = ©, A), woraus wir wie oben schlieBen, 
daB eine der Mengen 9(U,, A, A”, A?) fiir geeignetes p unabziihlbar ist; 
da wir die A} mit dem Index p aufsteigend annehmen konnten, so reichen 
wir mit einem geniigend groBen p = p, fiir beide Fille « = 1,2 aus; es 
ist also 


9(U,, A, A”, A?) 


unabzihlbar. Diese Menge ist aber wieder C Afi= © Afi‘, und wir 
schlieBen wieder, daB fiir geniigend groBes g = 4q,, 


9(U,, A, A”, AP, A?™) 


unabzahlbar ist fiir beide Werte a. Es seien x,,, %,, zwei Verdichtungs- 
punkte -von und in dieser Menge; wir umgeben sie als Mittelpunkte mit 
abgeschlossenen Kugeln V,,, V,. ohne gemeinsamen Punkt, die in U, 
und, falls die Mengen Al, A*™ Gebiete sind, auch in diesen Gebieten 
liegen, also 

Vig + Vee SU, 
(G Vat Vasa 4D, Ves + Vee S 43 


jede der beiden letaten Bedingungen wird dann und nur dann gestellt, 
wenn die rechts stehende Menge ein Gebiet ist. Ist U,, das Kugelgebiet 


mit gleichem Mittelpunkt und Radius wie V,,, so ist 


WV .., A, 4S, AP, AE) 

unabzihlbar fiir alle vier Wertepaare a, £. 

Deuten wir noch den nichsten Schritt des Verfahrens an. Die letzt- 
genannte Menge ist Teilmenge von 

A, = S43, A‘s S Ais’; AS = S An’ = ni “4” ’ 
und durch wiederholte Anwendung des Schlusses von einer unabzihlbaren 
Summe auf die Unabzihlbarkeit eines ihrer abzihlbar vielen Summanden 
ergibt sich, dab 


T ) " ‘ qo q2 hil 
DU.» A, x, A’ A® eo, i, y 1 A Aliia =) 


374 iil 
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fir gentigend groBe Werte p,, 4:2, 4:5 1, im allen vier Fallen a, 6 un- 
abzahlibar ist. Zu zwei Verdichtungspunkten von und in dieser Menge 
werden abgeschlossene Kugeln V,,,, Vz ohne gemeinsamen Punkt kon- 
struiert derart, dab . 

Vag + Vans ¢ U3 


(G) V a1 +- Voss € A® am. y aa Abita, 


a lll 
letztere Ungleichungen nur insoweit gefordert, als die rechtsseitigen 
Mengen Gebiete sind. Die oben zuletzt stehende Durchschnittsmenge bleibt 
unabzahlbar, wenn man U,, durch U,,,, das zu V,,, gehérige Kugel- 
gebiet, ersetzt. Beim nichsten Schritt wiirden die Mengen mit der unteren 
Indizessumme 4 hinzukommen (A,, A,;, ---, A,,;, mit gentigend groBen 
letzten oberen Indizes) usw. usw. 
So erhalt man eine ,,dyadische“ Menge 


4 _ 2(SV., aVep a Vapys : 
die von der Miachtigkeit des Kontinuums ist*). Sie ist nach Konstruktion 


Teilmenge von 


Aa Pa Ps Pidu Pidia Pata Aa@ulu 
Duds’, 4h, AP,+- 4h, 4", 4", - >, MEE™, --) 


111 ’ 


oa 


4? 


wobei der Durchschnitt aus denjenigen und nur denjenigen Mengen in 
der Klammer zu nehmen ist, die Gebiete sind; abgesehen davon treten 
hier die Mengen 


Ai’, Ane, Aga 
auf und zwar fiir alle Werte von i,k,l,--- und geeignete Werte von 
Pir Vino Tin ** 

Diese Menge D ist aber Teilmenge unserer urspriinglichen Menge A. Wir 
zeigen, damit gleichbedeutend, daB ein nicht zu A gehériger Punkt x auch 
nicht zu D gehért. Wenn z nicht zu A gehért, so gehért er mindestens einer 
Menge A, nicht an (fiir geeignetes i). Er gehért dann keiner Menge A/ 


ges 


(fiir p = 1,2,3,---), insbesondere auch der Menge A;' nicht an. Er gehért 


daher mindestens einer Menge Aj, nicht an (fiir geeignetes k), folglich 
PiUR 


auch der Menge A;, ~ nicht, also der Menge Aji; nicht (fiir geeignetes /), 
der Menge Aji;*“*' nicht usw. Unter diesen Mengen tritt aber schlieb- 


lich ein Gebiet G auf, dem also z nicht angehért, wihrend G nach Kon- 


*) Die beschriinkten, abgeschlossenen, absteigenden Mengen V_, V, ., V,4,.--- 
haben (mindestens) einen Punkt gemein, fiir jede aus 1,2 gebildete Ziffernfolge 
aBy---. Das gilt auch in einem ,,vollstindigen* Raume, wenn man noch die leicht 


realisierbare Bedingung stellt, daB die Radien dieser Kugeln nach 0 konvergieren 
(G. d. M. 8. 318). Die Menge A ist iibrigens perfekt. 
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struktion bei der Bildung des Durchschnitts D zur Verwendung kam, also 
DCG ist. x kann also nicht zu D gehéren, womit bewiesen ist, dab 
A>DDA& von der Michtigkeit des Kontinuums ist. 

Damit ist also fiir eine sehr umfassende Kategorie von Mengen die 
Michtigkeit geklart; als einen Schritt zur Lésung des Kontinuumproblems 
kann man dies freilich kaum auffassen, da die Borelschen Mengen eben 
doch noch sehr speziell sind und nur ein verschwindend kleines Teil- 
system (von der Michtigkeit * des Kontinuums) in dem System aller 
Mengen bilden (das von der Michtigkeit 2° > x ist). 

Wie zu den beiden Hauptpunkten des Beweises (Existenz von Ver- 
dichtungspunkten in einer unabziihlbaren Menge und von gemeinsamen 
Punkten bei einer absteigenden Folge abgeschlossener Mengen) bemerkt 
wurde, gilt der Miachtigkeitssatz in jedem vollstiindigen Raum mit abzihl- 
barer dichter Teilmenge, z. B. auch im Hilbertschen Raume und in ge- 
wissen Funktionenriumen (G. d. M., 8. 317). 
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Bemerkungen zur Struktur einer linearen perfekten nirgends 
dichten Punktmenge.*) 


Von 


Konrap Knopp in Berlin. 


8 1, 


Ist M eine beliebige meBbare lineare Punktmenge, so bezeichnen wir 
mit Herrn Lebesgue**) als die mittlere Dichte D(«,B) von M in a---6 («28) 
den Quotienten des Maes der in «--- 6 gelegenen Punkte von M durch 
die Lange B—a dieses Intervalles. Hilt man den linken Endpunkt 2, eines 
solchen Intervalles fest, wihrend man den rechten Endpunkt x desselben 
gegen x, riicken lit, so kann dabei D(x, x) einem bestimmten Grenz 
werte zustreben, der dann als rechtsseitige Dichte von M in x, bezeichnet 
wird; und analog sei die linksseitige Dichte definiert. Haben beide den- 
selben Wert, ist also 

lim D(a, x) 
z=2z,1t0 
vorhanden, so sei sein Wert schlechtweg als Dichte von M in x, be- 
zeichnet. 

Im folgenden wollen wir die Punkte einer speziellen Menge beziiglich 
ihrer rechts- und linksseitigen Dichte untersuchen. 

Herr Lebesgue hat in seiner oben erwihnten Arbeit den sehr allge- 
meinen Satz bewiesen, daB die Dichte einer meBbaren Menge in ,,fast allen“***) 
ihren Punkten = 1 ist. Sein Beweis ist aber — wie iibrigens der Beweis 
der meisten Siitze, in denen das Lebesguesche ,,fast alle‘ vorkommt — 


*) Die nachfolgenden Untersuchungen sind in engem Anschlu6b an gemeinsam 
von Herrn E. Jacobsthal und mir gemachte ,,Bemerkungen zur Struktur linearer Punkt- 
mengen“ entstanden, die in den Sitzungsberichten der Berliner Mathematischen Ge- 
sellschaft Jhrg. XIV, S. 121—129, gleichzeitig mit dieser Arbeit erscheinen. 

**) Sur l'intégration des fonctions discontinues, Annales scientifiques de l’Ecole 
Normale Supérieure (3), 27 (1910) 361—450, S. 406. 

***) D. h. in allen Punkten auBer etwa in denen einer Menge vom MaBe 0. 

















s- 
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von so allgemeiner Natur, daB in einem konkret vorgelegten Falle meist 
nicht ein einziger Punkt angegeben werden kann, der die fragliche EKigen- 
schaft besitzt. Es ist daher eine vielleicht nicht ganz uninteressante Er- 
ginzung jener Untersuchungen, wenn im folgenden bei einer bestimmten 
perfekten nirgends dichten Menge P das Verhalten von D(a, x) bei der 
Anniherung von x an einen beliebigen Punkt x — zur Menge gehérig 
oder nicht — festgestellt wird. 

Die in Rede stehende perfekte nirgends dichte Menge P werde 
folgendermaBen konstruiert: 

1. Aus der Mitte der Strecke 0 --- 1 werde ein Intervall i, von der 


Linge 3, = i herausgeschnitten, so daB zwei gleichlange Intervalle e, 
rechts und links zuriickbleiben, deren Gesamtlinge = 1 — ; betriigt, deren 
jedes also die Linge e, = : (1 x) hat. 

2. Aus der Mitte beider Intervalle e, werde je ein Intervall i, heraus- 


. - 1 ' 

geschnitten, dessen Liinge den Bruchteil #—- > von ihm ausmacht. Es 
er | : . 

ist also i, = — e, und es bleiben 2° gleichlange Intervalle e, zuriick, deren 


Gesamtlinge = 1—- ~ betrigt, deren jedes also die Linge 
g . - J 2 


a 


3. Aus der Mitte aller e, werde je ein Intervall 7, herausgeschnitten, 


hat. 


dessen Linge den Bruchteil #, = % von jedem ausmacht. Es ist also 


1 


ly = 05° = 56 


und es bleiben 2° gleichlange Intervalle ¢, zuriick, deren Gesamtlinge 


- (1-4) (9) (a) 


betrigt, deren jedes also die Linge 
1 3.) 
= - gs (1 «) (l= >) (t= 3) 


Fihrt man so unter Benutzung der Briiche 


¢ 


hat. 


9 . 1 1 1 . 
Me™ 7? 9? 16? °°? ~@41)?? 


fort, so lautet der mn Schritt: 
n. Aus der Mitte aller 2*-! Intervalle e 


herausgeschnitten, dessen Liinge den Bruchteil #, = 


,-1 Werde je ein Intervall i, 


von jedem e, , 


1 
~ (n-+1)* 
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ausmacht. Es ist also i,— @,-e,_, und es bleiben 2" gleichlange Inter- 
valle e, zuriick, deren Gesamtlinge 


(1-4) 0-3) 0 hay 


betriigt, deren jedes also die Linge 





1 ; 1 1 \ 1 
¢, = gr (lt — x) (1 o): “(t+ mii) 
hat. Ubrigens ist 
1 f 9 
n~ gntl (l+55 ) 
und also 
1 a 1 , 
‘n = 3 (1 A ») (n+1)?- 


Setzt man dies unbegrenzt fort, so bilden bekanntlich die Endpunkte 
der herausgeschnittenen Intervalle i, zusammen mit deren Hiufungspunkten 
in Q--- 1 eine perfekte nirgends dichte Menge. Dies sei unsere Menge P. 
Ihr MaB ist bekanntlich gleich dem Komplement der herausgeschnittenen 
Intervalle, also 


a) 


. 1 7 1 1 1 
—1—S)2-4i,=1- -> (1+ ) rie a ee 
" 2 n/] (n-+1) 2 


n=1 n 


~(1=2) (1-3) GB) 


oder kiirzer 


Die Punkte von P teilen wir wie iiblich in zwei Gruppen und be- 
zeichnen als 

Punkte erster Art die Endpunkte der Intervalle i,, der sogenannten 
Liickenintervalle yon P, und als 

Punkte zweiter Art alle iibrigen Punkte von P. 


*) Ich bemerke sogleich (vgl. § 2), daB die folgenden Untersuchungen ohne 
wesentliche Anderung auch fiir jede analog konstruierte Menge von vorgeschriebenem 
MaBSe uw >0 gelten. Man hat dann lediglich die Bruchteile @, so zu wiihlen, dab 
das Komplement der entfernten Intervalle =u ist, was z. B. folgendermaBen ge- 


. , ‘ ‘ - , 1 
schehen kann: Es sei m eine ganze Zahl, fiir die 1 — = > (u=1 kann ausge- 


schlossen werden, da sonst P mit der vollen Strecke 0...1 identisch wiire) und 
nehme nun deg Reihe nach die Bruchteile 


m 1 1 
—u ‘ ain 90s 
m—1’° m*’ (m+1)* 


Dann hat P das MaB’ 


[1—(1—« =a (1-55) (1 as) ae ba 
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Da die Punkte erster Art ersichtlich abzahlbar sind, so sind _,,fast 
alle‘ Punkte der Menge P von der zweiten Art. — Wir beweisen nun 
die folgenden Tatsachen: 


Satz 1: Ist 2, ein Pumkt erster Art, so hat lim D(x,, x) den Wert 1, 
wenn sich « dem Punkte x, von aufBerhalb desjenigen Liickenintervalls 
niihert, dessen Endpunkt x, ist. Da bei Annaherung von innerhalb des 
Liickenintervalis selbstverstindlich D(x,, 7) =O ist, so besitzen also die 
Punkte erster Art sowohl eine rechtsseitige als eine linksseitige Dichte; 
beide sind aber verschieden, indem die eine 0, die andere 1 ist. 

Satz 2: Die Punkte x, der zweiten Art zerfallen threrseits in zwei 
Klassen, von denen keine leer ist, und die wir weiter unten rein arith- 
metisch in ziemlich einfacher Weise genau charakterisieren werden. Fir 
die Punkte x,' der einen Klasse ist die beiderseitige Dichte gleich 1 und fiir 
die Punkte x,” der anderen Klasse bleibt D(a,",x) bei Annéherung von x 
gegen x mindestens auf der einen Seite — und auf welcher, wird ebenfalls 
genau angegeben werden — durchaus unbestimmt. 

Da fiir die Punkte der Komplementiirmenge von P, d. h. fiir die 
inneren Punkte der Liickenintervalle die Dichte natiirlich vorhanden ist 
und (beiderseits) den Wert 0 hat, so wire fiir jeden einzelnen Punkt 2, 
der Strecke 0 --- 1*) das Verhalten D(a, x) fiir «—» x, genau festgestellt. 


Beweis des Satzes 1: Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit darf 
angenommen werden, daB 2, der rechte Endpunkt eines bestimmten Liicken- 
intervalles i, ist. Da dann lim D(x, x) = 0 trivial ist, ist lediglich fiir 

0 


Z2=2y- 


die rechtsseitige Annaherung 


I 
we 


lim D(a, x) = 
£=2+0 

za beweisen. Es sei nun »>k und in der Figur 1 das von 2, aus- 

gehende Intervall e,_, angedeutet, dessen Endpunkte (fiir jedes » > k) 








i<— Cnm} a 
i ! 
° ' 1 
% i en i, en i 
aaahaaaenand sae j 
r a b = 
a ” Qn-t 
Fig. 1. 


2% und a,_, heiBen mégen. Beim x” Schritt wird nun aus der Mitte von 
é,_, des Intervalls i, herausgeschnitten, dessen Endpunkte a, und b, heiBen 
migen, so daB 


b. =e 


n-1 n n 


a,—%=a 


*) Die Punkte 0 und 1 spielen die Rolle eines rechten baw. linken Endpunktes 
eines Liickenintervalles. 


Mathematische Annalen. LXXVII. 29 
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ist. Da das MaB der auf e, entfallenden Teilmenge von P ersichtlich 


1 > ; 
= a° = ist, so ist 
g*-3 n-+1 

D(a, 4,,) = = “sau 


es folgt also sofort 


I 


lim D(a, 4,) = 1, 


und wir haben nur noch zu zeigen, dab, wihrend 2 von a,_, gegen a, 
riickt, D(z), 2) nicht erheblich sinken kann. Da aber, wenn « einen Punkt 
dieser Strecke bedeutet, das MaB der auf x---a,_, entfallenden Teilmenge 
von P nicht gréBer als die Linge dieser Strecke sein kann, also 

S4,_, ere, + i, — (ex—a,) 
ist, so ist 

2-"—e, — é, + («—a,) 

D(x, x) => €n + (@ — Gn) ? 
wo das erste Glied des Zahlers das MaB von P auf e¢,_, angibt. Da nun 
ein echter Bruch verkleinert wird, wenn man in Zahler und Nenner die- 
selbe positive GréBe fortlaiBt, so ist 


D(%, 2) > ss —2.275-1-5; 
aber auch diese untere Schranke von D(a,,) riickt mit wachsendem n 
gegen 1, so daB allgemein 
lim D(a,,2)=1 
2=%+0 
sein muB. Damit ist Satz 1 schon vollstiindig bewiesen. — 

Bevor wir den zweiten Satz prizisieren und beweisen kénnen, miissen 
wir einige Bemerkungen tiber die Lagebezeichnungen der Punkte zweiter 
Art machen: 

Ein bestimmter Punkt zweiter Art liegt niemals im Innern oder auf 
dem Rande eines der Liickenintervalle i,; daher liegt er bei jedem der 
Schritte, die uns zur Konstruktion von P gefiihrt haben, im Innern eines 
der Intervalle e,. Er liegt also insbesondere beim ersten Schritt entweder 
in dem linken oder in dem rechten der beiden Intervalle e,, dann wieder 
in dem linken oder in dem rechten derjenigen beiden Intervalle e,, in das 
das vorige Intervall e, beim zweiten Schritte zerlegt wird; dann wieder in dem 
linken oder in dem rechten derjenigen beiden Intervalle ¢,, in das das 
vorige Intervall e, beim dritten Schritt zerlegt wird, usw. Der Punkt z, 
gibt somit zu einer ganz bestimmten Sukzession der Entscheidungen 
»rechts“ und ,links“ AnlaB, und zwei verschiedene Punkte z kénnen nicht 
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dieselbe Sukzession liefern. Ferner iiberzeugt man sich sofort, daB die 
Entscheidung von keiner Stelle an dauernd ,,rechts“ noch auch dauernd 
ylinks* lauten kann, da sonst entgegen der Annahme 2, der Endpunkt 
eines Liickenintervalles wire, niimlich desjenigen, von dem bei der un- 
mittelbar vor der konstanten Sukzession stehenden Entscheidung die 
Rede war. 

Schreiben wir statt ,,links“ und ,,rechts* bequemer 0 und 1, so haben 
wir also das Ergebnis: jedem Punkt 2, entspricht die Mantisse eines be- 
stimmten dyadischen Bruches 

@ ~ 0,10110--., 
die von keiner Stelle an dauernd 1 oder dauernd 0 hat, und zwei ver- 
schiedenen x, entsprechen auch zwei verschiedene solche Briiche. 

Verbindet man mit der Entscheidung ,,0“ (,links“) nicht die linke 
Hiilfte -des geteilten Intervalles e, sondern den linken Endpunkt des feilen- 
den (Liicken-)Intervalles i, und ebenso mit der Entscheidung ,,1“ den 
rechten Endpunkt eines solchen, so erscheint x, als Grenzwert der solcher 
gestalt ausgezeichneten Endpunkte der i,. Auf diese Weise sind die 
Punkte zweiter Art umkehrbar eindeutig den dyadischen Briichen mit 
unendlich vielen Nullen wnd unendlich vielen Einsen zugeordnet.*) Bei 
diesen folgt also auf jede Null immer wieder einmal eine Eins, und um- 
gekehrt. Es werde nun fiir jedes n mit p, die Anzahl der auf die n“ 
Ziffer der Mantisse folgenden entgegengesetelen Ziffern bezeichnet, so dab 
Pp, =O eine bestimmte ganze Zahl ist.**) Steht also z. B. an n'* Stelle 
eine 1, sv folyen genau p, Nullen und dann wieder eine 1. Wir wollen 
liberdies die Zahl p, als p® und p unterscheiden, je nachdem an der 
n™ Stelle selbst eine 0 oder eine 1 steht. Nach diesen Vorbereitungen 
liBt sich nun der Satz 2 folgendermaBen priizisieren: .« 

Satz 2: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap im 
Punkte x, zweiter Art die Dichte eine bestimite sei, besteht darin, dap fiir 
den der Zahl x, entsprechenden dyadischen Bruch 


9! “ 
~ 


lim = () 
’ 


nu == 00 


ist. Die Dichte hat dann stets den Wert 1. Ist die genannte Bedingung 
nicht erfiillt, und ist also mindestens einer der Werte 


*) Die analog sich vollziehende Zuordnung zwischen den Punkten erster Art 
und den dyadischen Briichen ist ebenfalls — jedoch nur formal — eine umkehrbar 
eindeutige; es liefern niimlich die beiden Endpunkte ein und desselben i, zwei ihrem 
Zahlenwert nach iibereinstimmende Briiche, z B. die beiden Endpunkte von i, 

O,O1111--- und 0,10000.-.-.-. 


*) Fiir a, ~0,10110-.- wiire also p, i, p, = 2, p, = 0 


’ 
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— Pn’ — Pn 
lim = und lim 


n= na=o@ 


nicht 0, so bleibt D(a,,x) bei rechtsseitiger bzw. linksseitiger Anniherung 
von x an x, unbestimmt, je nachdem der erste oder der zweite der genannten 
Werte nicht 0 (also positiv) ist. 

Beweis: Ich wende mich zuniichst dem zweiten Teil des Beweises zu. 
In diesem Falle gibt es also eine positive Zahl y, so daB unendlich oft 


22 > y(n +1)? 


ist; dann muB entweder 2” oder 2” unendlich oft > y(n +1)* sein. Es 
finde etwa das letztere statt; dann werde ich zeigen, daB fir linksseitige 
Annaherung D(2,,x) unbestimmt bleibt. Wenn niimlich unendlich oft 
2? > y(n+1)? ist, so heiBt dies: in dem dyadischen Bruch dem 2, 
entspricht, gibt es unendlich viele Einsen, auf die relativ viele. Nullen 
hintereinander folgen. Es bezeichne jetzt m die Stellenzahl einer solchen 1; 
und es werde in der nur schematisch gezeichneten Vigur 2, wie vorhin, 
dasjenige 4, angedeutet, dessen rechter Endpunkt zu der oben erwihnten 
gegen z, konvergierenden Punktfolge gehirt; 2, selbst liegt dann in den 
rechts davon gelegenen e,. Bei den niichsten p, Schritten, die zur Kon- 





i<_——-— .  ————_+___>, 

' i 

' i 

i, |§ Cutpn ins pn.-s- inte ines ' 

a weeereree a ennai u = an 

a, iy z, oe 
Fig. 2. 


struktion von P fiihrten, liegt aber nun 2, jedesmal in der linken Hialfte 
des geteilten e, was — allgemein zu reden — bedeutet, das z, relativ 
dicht an dem genannten Endpunkt von i, liegt. Gerade dies wird zur 
Folge haben, daB D(z,,a,) nicht beliebig nahe an 1 kommt, wenn a, den 
linken Endpunkt eines solchen i, bedeutet. 

In der Tat, es seien a, und b, linker und rechter Endpunkt des 
Intervalles i,; da auch nach dem (n+ p,) Schritte z, noch links von 


i beim nun folgenden (m+ p,+ 1)*" Schritte aber rechts von i 


n+P,_? 


n+p,+1 


liegt, so ist 
Co+p, +1 <%—b< Co+p,” 


Folglich ist, da i, leer ist, 


, MaB von P in (b,,2,) xz, —b 
D(a,, %3) = are < 2s 
; i, + (x, — b,) i, + (x, — b,) 
- 1 
™ Py 
4 a 
. + ry -b 
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Nun ist aber 


1 (1 n ‘) 1 
6 ts VT nv} (w+)? PP 
xz, — b, Ca+p 1 ( + e a ) (n+ 1)?~ y 
= g"tPnt! n+p,+1 
und also 
1 
D(a,, XZ) ™~ i+ y 


Andererseits besagte der Beweis des Satzes 1, daB allgemein die Dichte 
von P auf einer Strecke, die von einem Endpunkt eines e, bis zu einem 
beliebigen anderen Punkte desselben reicht, oberhalb einer mit wachsen- 
dem m» gegen 1 riickenden Zahl liegt. Folglich ist dies mit D(b,, 2,) 
der Fall. 

Da nun aber solche Intervalle, wie das eben behandelte i,, vom 
Punkte 2 bei Anniherung von links an x, unendlich oft passiert werden, 
so kommt hierbei D(z,, x) einerseits beliebig dicht an 1 heran, sinkt aber 


P fot > 1 3 
andererseits dabei immer wieder unter herab. Es kann also 


+7 
lim D(z,, x) 


x=2%,-0 


nicht vorhanden sein. — Entsprechend verliuft unter der Annahme, dab 
P , 


_ gPht" 


lm-,>0O 
n 


n= 


ist, der Nachweis, daB bei rechtsseitiger Anniherung von « an , die Dichte 
keinem Grenzwert zustrebt. 
Nun macht auch der Beweis des ersten Teiles unseres Satzes keine 
Schwierigkeit mehr: 
Ich zeige zuniichst, daB bei der nunmehrigen Voraussetzung 
on 
lim — = 0 


2 
n=oo n 


auch 
lim D(a,, %,) = 1 


i=o 


ist. In der Tat darf ja, wie soeben hervorgehoben, 


D(b,,%) =, mit 8,—>1 
gesetzt werden. Daher ist 
D(a,, Ly) = 9n(% — bn) = é,, 


in + (x, ae b,) ‘ i, 
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Jetzt ist aber 


n n 


1 ? 3-2* 
—_ 7 
z,—b, ~ : 


e 
at p,,+ 1 


. ~ s ; 
riickt also mit — gegen 0, so dab D(a,,z,) —> 1 strebt. 
n ‘ 7 K _ 


Aus dieser speziellen Feststellung ergibt sich aber sofort die allge- 
meine Behauptung, da D(a,,2z,) sozusagen der ungiinstigste Wert von 
D(a,, x) in der Nihe von 2, ist. 

Man erkennt dies so: Es sei x irgend ein in der Nahe von 2, (rechts 
oder links) gelegener Punkt; dann liegt er mit x, zusammen auf einem 
wohlbestimmten e¢ von geringster Linge, und der Index dieses e — er 
werde mit mn —1 bezeichnet — wiichst mit 2-—+ 4, iiber alle Grenzen. 
Auf diesem ¢,_, sind aber x und x, durch /, getrennt, weil sie andern 
falls auf dem noch kleineren ¢, zusammenliigen. Wir haben also eine zu 
Fig. 2 ahnliche Situation (oder die dazu spiegelbildliche), wenn wir uns 
dort x auf dem links anstoBenden e, gelegen denken. Nach dem zu Satz 1 
gegebenen, und soeben entsprechend interpretierten Beweise darf dann aber 
D(a, a,) = 1— », gesetzt werden, wobei 7, mit n~—> oo, d. h. also mit 
z—> 2, gegen 0 riickt. Soeben sahen wir, dab entsprechend 


D(a,,%)=1—« 


n 


mit ¢.—» 0 gesetzt werden darf. Dann ist aber 


a (1 &,)* (% — An) + (1 — n,,) (4, — & 
D(x, 2) = 7 ~i—f€, 
wo nun ¢, zugleich mit ¢, und ,, also mit 2—» x, unendlich klein wird. 
Es ist also 

lim D(a, x) = 1, 


r=2,+0 


womit nun auch Satz 2 in allen Teilen vollstandig bewiesen ist. 


2 


“. 


ss 


Es ist nicht ohne Absicht, daB wir die Sitze des vorigen Paragraphen 
nur fiir eine so spezielle Menge, wie die von uns betrachtete, bewiesen 
haben. Denn das merkwiirdige des Satzes 2 liegt gerade darin, daB bei 
einer so regelmaBig gebauten Menge, wie P es ist, die Punkte zweiter 
Art einen so ganz verschiedenartigen Charakter besitzen, némlich zu einem 
Teile Punkte mit der bestimmten Dichte 1, zum iibrigen Teile Punkte 
mit durchaus unbestimmter Dichte zu sein. Es ist daher a priori sehr 
wahrscheinlich, daB bei weniger regelmaBbig gebauten Mengen wm so eher 
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Punkte mit unbestimmter Dichte existieren werden, (wihrend aber nach 
dem eingangs erwihnten Satze von Lebesgue doch in ,,fast allen“ Punkten 
die Dichte bestimmt und gleich 1 ist). Auf der anderen Seite wird man 
nicht erwarten kénnen, daB man eine so einfache notwendige und hin- 
reichende Bedingung fiir das Vorhandensein einer bestimmten Dichte, wie 
in Satz 2, wird aussprechen kénnen, ohne auf die genauere Bauart der 
Menge selbst einzugehen. Will man also in dieser Richtung nicht gar zu 
komplizierte Sitze aufstellen, so wird man entweder die Menge von relativ 
einfacher Bauart annehmen, oder auf eine die Frage so vollstindig er- 
ledigende Abrundung des Satzes verzichten mifissen. 

Auf dem ersten und einfacheren dieser Wege gelangt man z. B. zu 
folgendem Resultate: 

Konstruiert man eine perfekte nirgends dichte Menge P, indem man 


genau so wie in § 1 verfahrt, nur daB die i,, é,, i;,--- nicht die speziellen 
; 1 1 ! , ° 

Bruchteile |, 9 yg" °* der = 1, &, &,--- sind, sondern allgemeiner 

je den Bruchteil #,, ,,%,,--- von ihnen ausmachen (0 < #, <1), so 


erhilt P das MaB 


m(P) = (1—#,)(1—#,) (1 a,)---=J Ja 2.) 
n 1 


und wird also =U oder > 0 sein, je nachdem -?, divergiert oder kon- 
vergiert. Nehmen wir das letztere an, so gilt umnveriindert der Satz | 
(withrend er fiir die bei divergenter _>'#, resultierende Nullmenge natiir- 
lich nicht gilt). Diese Behauptung ergibt sich wértlich wie in § 1: Setzt 
man das unendliche Produkt 


[lo *,)=9O (>0) 
n= 1 


und die Partialprodukte 


so ist jetzt 


und also 


, tS) ‘ 
D(%%».4,)= > was lim D(x, a,) = 1, 


n 


und 


1 : 1 
a—1 -O— &-— in+ (x —n) 


D(a», 2) > = we ee a 


= €n + (@—az) en 0, ec,’ 
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was allgemein 
lim D(z,, 2) = 1 
t= %q+0 
tn «2, 
@ 1—% g 
Menge gilt dann auch in allem wesentlichen ungeandert der Satz 2, der 
jetzt die Form bekommt: 


zur Folge hat, da ja auch hier egen © strebt. Fiir diese 


Satz 2’: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap in 
einem Punkte zweiter Art die Dichte eine bestimmte — und dann notwendig 
gleich = 1 — ist, besteht darin, dap 


lim 2°". # =O 

n=o 
ist, Ist sie nicht erfiilli, so bleibt D(a,, x) bei rechtsseitiger bzw. linksseitiger 
Anniiherung von « an x, unbestimmt, je nachdem 


~~ 0) : op) 
lim 2’ -@, oder lim 2°". @ 


a 
nicht 0 ist, (bleibt insbesondere also auf beiden Seiten unbestimmt, wenn 
beide lim > 0 sind). 


Auch hier ist der Beweis in allem wesentlich derselbe. Man hat 


genau wie vorhin — zum Beweise des zweiten Teiles des jetzigen Satzes — 


1 
D(a,, I) < Fa 
t 2X, — Dn 
und es ist jetzt 
1 
— a 
tn tn sie - 1 ~, 9ln 2 
@—bn~ ¢,, 2 1 - "? 
n 


9” +P, ; sed +P, 


was nun eben fiir unendlich viele » oberhalb einer festen positiven Zahl y 
liegt, so daB in jeder Nahe von 2, immer wieder 


1 
1+y7 
ist, wihrend man genau wie dort erkennt, daB in jeder Nahe von a, der 
Wert D(a,,2) auch jede noch so nah unterhalb 1 gelegene Zahl immer 


D(a, 2) < 


wieder itibersteigt. —- Und zum Beweis des ersten Teiles des Satzes hat 
man jetzt 
= 6, (x, — b,) ~s 6, 
D(a,, *3) is i, + (a, — 6,) 0 1 tn . 
+ a, — 6, 
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mit 6,—»> 1 und 


er hee $ gh v~e 


. >) ’ 
x, — b, Cn+pytt 8 “ 


so daB auch jetzt D(a,,z,)—» 1, woraus dann durch identisch dieselben 
Schliisse die allgemeine Richtigkeit des Saizes 2’ sich ergibt. 

Auf dem zweiten, erheblich allgemeineren und darum auch schwierigeren 
der oben erwaihnten Wege zur Erweiterung der gewonnenen Resultate ge- 
langt man noch leicht zu dem folgenden 

Satz 3: Bei jeder perfekten nirgends dichten Menge P, fiir die der 
Satz 1 gilt, fiir die also die Punkte erster Art sdmflich auf der dem Liicken- 
intervall abgewandten Seite die Dichte 1 haben*), existieren in jeder Nahe 
jedes Punktes der Menge stets Punkte zweiter Art mit unbestimmter Dichte. 


Beweis: In jeder Nahe eines jeden Punktes xz unserer Menge laBt 
sich ein nicht leeres Intervall «, abgrenzen; im Innern desselben gibt es 
dann notwendig Liickenintervalle. Es sei a, der rechte Endpunkt eines 
solchen, }, sein linker. Da dann nach Annahme 

lim D(a), xz) = 1 
x=a,+0 
sein soll, so laiBt sich in beliebiger Nahe von a, ein nicht leeres ganz 
innerhalb « gelegenes Intervall «, angeben, so daB fiir alle Punkte z 
desselben . 
D(a, x) > (0<#@, <1) 
ist. Wir denken uns dabei «, so klein und so dicht an a, gewahlt, daB 
zugleich fiir alle diese x 
D(by, x) < & (O< a, <1) 


ist, welch beiden Bedingungen ersichtlich zugleich geniigt werden kann. 


*) DaB dies nicht bei jeder perfekten nirgends dichten Menge der Fall zu sein 
braucht, zeigen einfachste Beispiele. Markiert man z. B. auf der Strecke 0 ...1 die 


Punkte - _ : (mn = 4, 5,---), und tut in die entstandenen Intervalle 


1 1 3 
Qo same, me oe meee 
4’ 4 10 


je eine Menge, die zu der in § 1 konstruierten Menge P geometrisch thnlich ist, lBt 


1 i . . 3 ‘ P : . 
man ferner — --- r leer und tut endlich in . -++1 wieder eine zu P ithnliche 


Menge, 80 ist 
lim D(2,5)—}: 


» 
~ 


z= 10 


wie man ohne Schwierigkeit nachweist. 
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Verfahrt man nun mit @, ebenso, so findet man darin ein Liicken- 


intervall b, --- a, und rechts von a, ein Intervall «, fiir dessen saimtliche 
Punkte x 
D(a,, 2) > #, (0<#@,<1), 
D(b,, 2) < & (0<e< 1) 


ist. Fihrt man so fort, so konvergieren die ineinander geschachtelten 
Intervalle «, gegen einen bestimmten Punkt 2, von der zweiten Art,*) 
fiir den, da er in jedem a, liegt, bei jedem » 


D(a,,, 2) > 9; 
und 
D(b,, %) <é 


ist. Hat man also etwa die #,—»>1, die «,—» 0 konvergierend gewihlt, 
so zeigt sich, dab x, ein Punkt ohne linksseitige Dichte ist. Die ent- 
sprechende Konstruktion von Punkten ohne rechtsseitige Dichte liegt nun 
auf der Hand. 

Durch die bisherigen Sitze ist es zwar wahrscheinlich gemacht, aber 
noch nicht entschieden, ob bei jeder perfekten nirgends dichten Menge 
Pankte zweiter Art mit unbestimmter Dichte existieren oder nicht. Unter 
Zugrundelegung des Lebesgueschen Satzes, dab ,,fast alle‘ Punkte einer 
Menge die Dichte 1 haben, laBt sich dies in der Tat beweisen. Genauer 
gilt der 

Satz 4: Ist I’ iryend cine perfekte nirgends dichte Menge, die in 
jedem, (nicht mit einem Liickenintervall identischen) Teilintervall eine 
positive Dichte hat**), so besitzt sie in jeder Néihe eines jeden ihrer Punkte 
stets Punkte zweiter Art mit unbestimmter Dichte. 

Der Beweis verliuft ganz ihnlich. wie beim vorigen Satze: Ich 
wiihle wie dort das Intervall «; nach dem erwihnten Lebesgueschen 
Satze gibt es in seinem Innern einen Punkt mit der Dichte 1. Es sei p, 
ein soleher. Dann kénnen wir rechts von p, ein ganz innerhalb «, ge- 
legenes nicht leeres Intervall «,’ so wihlen, dab fiir jeden Punkt 2 
desselben 


D(p,, ©) > @, 


ist. Im Innern von «,' liegt dann mindestens ein Liickeninteryall; 1, sei 
der linke Endpunkt eines solchen. Rechis von ihm wiihle ich dann noch 


ganz innerhalb «,, ein neues Intervall «,, jedoch so dicht rechts vom 


*) DaB er wirklich von zweiter Art ist, ergibt: sich eben aus dem Verhalten 
von Dix,, wa) | 


/ 
+* 


1 2 , ry 


Diese Kinschrinkuny ist selbstverstiindlich notwendig 
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rechten Endpunkt des genannten Liickenintervalles, daB fir jeden Punkt 
x von @ 

: Dil,, 2) <& 


ist. Verfahrt man mit a, ebenso, usw., so gelangt man wie vorhin zu 
einem Punkte zweiter Art x,, fiir den bei jedem n 


D(p,, 2) > ,, 
D (i,, z,) < &, 


ist. Dies bedeutet aber wieder bei geeigneter Verfiigung tiber die #, und 
é,, daB xz, keine bestimmte linksseitige Dichte besitzt. 
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EKinem von verschiedenen Seiten dargelegten Wunsche gemaB und 
anlaBlich der obwaltenden Weltlage hat S. M. der Kénig Gustav V be- 
schlossen, daB die Einreichungsfrist fiir diejenigen Arbeiten, welche zur 
Konkurrenz um den von 8. M. gestifteten mathematischen Preis ange- 


meldet werden, vom 31. Oktober 1916 bis zum 31. Oktober 1917 hinaus- 
geschoben wird. 


G. Mittag- Leffler. 





